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In b ju d n in g  till en skandinavisk matematisk kongress har utgått 
från bland andra professorerna Bendixson, Mittag-Leffler, Phrag- 
mén och Wiman. Jag har vid olika tillfällen vändt mig till in- 
bjudarne i fråga med begäran om intagandet i svensk facktid­
skrift af mina matematiska arbeten. Man har svarat mig beträffande 
min metod — det stränga sammanhang genom hvilket jag för­
bundit vissa nya uppslag som jag gjort med axman matematik 
som finns — att den tillhör den filosofiska vetenskapen. Min 
invändning till försvar för metoden, att den lemnar lösningen på 
åtskilliga rent matematiska uppgifter hvilka hittills icke fått sin 
lösning oaktadt alla försök som gjorts, har lemnats obesvarad. 
Jag tyder inbjudarnes mening för så vidt den rör mig till det, 
att de tagit parti mot min matematiskt—vetenskapliga verksam­
het, och att de velat säga mig att deras ståndpunkt är en gång- 
för alla gifven. Jag kan därför icke begagna mig directe af den 
inbjudan som utgått. Endast indirecte — med bortseende från 
inbjudarnes ledareskap — kan jag begagna mig af den.

Göteborg i Juli 1909.

Nils E nge lb rek tsso n .





Om den allm änna m o tsa tsen  m ellan enheter i 
M onges system  1).

Med operationskategorien © förstå vi ett in tegrabelt differeo- 
tialu ttryck  i allm änhet; med operationskategorien non-© förstå 
vi ett icke-integrabelt differentialuttryck i allm änhet. D ifferential- 
uttrycket

xdy

i hvilket x  är en variabel som är oberoende af y, hör till opera­
tionskategorien non-©; differentialuttrycket

ySx

hör likaledes till operationskategorien non-®; differentialuttrycket

x8y  +  y8x

som är sum m an af de begge föregående, hör därem ot till ope­
rationskategorien ©. Mellan operationskategorierna non-© och 
© kan finnas en öfvergång genom  addition; operationskategorierna 
äro alltså m öjliga tillsam m ans såsom ett m atem atiskt sam m anhang. 
M öjligheten af ett inbördes sam m anhang betyder för non-© och 
© a tt den motsats m ot © som. non-© u ttalar icke är kontradik- 
to risk : m otsats m ellan sant och falskt, u tan  k o n trä r : motsats 
mellan enhetsoperationer (lik m otsatsen m ellan reell enhet och 
im aginär enhet).

b Anm. Vi förutsätta bekantskap med de första elementen inom varia- 
tionskalkylen, inom teorien för system af lineära partiella differentialeqvatio- 
•ner af i:a ordningen, inom teorien för partiella differentialeqvationer af 2:dra 
ordningen (den s. k. Mongeska metoden), dessutom bekantskap med begreppet: 
analytisk funktion af två oberoende variabler.



De begge differentialuttrycken xåy och yox, hvilka vi tagit 
ut ur kategorien non-®, kunna sägas afbilda kategorien non-S i 
sig själfva till en viss grad: de äro ju  två till antalet — alltså en 
kategori, en skara — och hvartdera uttrycket inses omedelbart 
tillhöra kategorien i fråga (vara ett icke-integrabelt differential­
uttryck). Men de afbilda icke kategorien i fråga i hennes ren h e t; 
de utm ärka icke bestämdt den kategoriens sammanhang med 
matematikens system. Kategorien 5) — skaran af integrabla
differentialuttryck — har ett bestämdt sammanhang med m ate­
matikens system, (att ett differentialuttryck är integrabelt betyder 
ju  att det är kändt från ren matematisks synpunkt). Men sam­
manhanget mellan kategorierna uon-ä) och 3) är ännu icke gifvet 
i dess adaeqvata form. Det enda sammanhang mellan non-5) och 
2D som vi talat om är det specifikt additiva:

y§x

men enheterna non-3) och © äro icke menade såsom omedelbara 
additionsenheter. Det specifikt additiva sammanhanget bär alltså 
prägeln af särskildhet, betraktadt såsom sammanhang mellan non- 
-3) och 5). Vi måste frångå särskildheten; vi måste gå till mate­
matiskt bestämmande i allmänhet, om vi vilja ha sammanget 
mellan non-2> och 2). Det allmännaste sammanhang som matema­
tiken känner, är sammanhanget mellan eqvatiouerna i ett eqva- 
tionssystcm. Differentialcqvationen

§«/ —̂  y h x  —  0

må uttagas ur kategorien non-S). Differentialekvationen

00) —  o/SÖ =  0

må uttagas ur samma kategori; tagas de begge eqvationerna till­
sammans till ett system:

hy —  y'Sx =  0  

3o> —  o/SÖ =  0

så är kategorien non-3) afbildad såsom matematisk allmänform 
eller i sin hela form. E tt vilkor måste dock förutskickas: man 
måste veta att de begge eqvationer som bilda systemet ha verk­
lig betydelse för matematiken i deras hela sammanhang, åtminstone 
betydelse såsom ett erkändt problem. Kan det icke inses omedel­
bart att villkoret är uppfylldt, då föreställes icke kategorien non-



-3) själf i och genom system et; stå systemets eqvationer helt främ ­
m ande för h  varandra, då faller ju  skaran af dem — själf va 
kategorien — sönder.

Monges system i allm änform en är af följande fo rm :

i % 2 — 2Shy%x +  TSx2 =  0 
RoySp - f  T8x§q =  VoySx 

=  p§x  +  qSi/
Q vantiteterna R, S, T, V äro funktioner i allm änhet af vari­
ablerna x, y, 0 , p , q. System et i allm änform en har ingen inte- 
grabel ko m b in atio n ; det representerar alltså kategorien non-S). 
K ategorien non-3) inses vara om edelbart gifven genom detta system 
eller vara själfskrifven för detta, ty skaran af eqvationer håller 
i hop orubbligt jäm väl för sådana fall, då ingen integrabel 
kom bination finns (skaran af icke-integrabla Mongeska eqvationer 
kan ju  föreställa ett problem inom variationskalkylen, en sådan 
fullt bestämd m atem atisk uppgift).

E tt problem  som är gifvet inom m atem atiken har ock sin 
lösning inom m atem atiken. Integration af system et är full lös­
ning, för så vidt system et kan fasthållas i allm änform en såsom 
ett differentialsystem . Men begreppen differentiation och varia­
tion sam m anfalla icke (jm fr Cauchy, Cantor m. fl. Y7i anvisa 
lösningen i en allm ännare fo rm ; vi m åste inrym m a jäm väl varia- 
tionskalkylens problem. Med full lösning i allm änform en förstå 
vi öfvergången från operationskategorien non-3) själf till opera- 
tionskategorien 3) själf. I § 4 ha vi såsom u tgångspunkt kate­
gorien non-3) själf; vi ta  näm ligen för oss i den paragrafen en­
sam t kategorien variation: skaran af rena variationsproblem  d. v. s. 
af sådana som icke ha någon integrabel kom bination inom de 
tillhörande M ongeska karakteristikerna. Vi skola i sam m a para­
graf anvisa lösningen eller operationskategorien 3) själf; vi skola 
fram lägga kategorien reaktion och visa om en reagens, a tt den 
endels är definierad med variationen (så att den är en verklig 
lösning af variationsproblem et), endels är en bestäm ning af väsent­
ligt högre art än en tillhörande integralbestäm ning, hvilken som 
helst. ■ I § 3 h a  vi icke m otsatsen m ellan operationskategorierna 
non-3) och 3) gifven fullt så skarp. Vi införa i paragrafen kate­
gorien involution; vi skola uppvisa om reagenstypen att den har 
integraltypen inom sitt m öjlighetsom råde; vi skola finna reagen-



seu lika omedelbart gifven, lika själfskrifven för det Mongeska 
systemet som en karakteristisk integral (en partikulär intermediär 
solution) hvilken som helst. I § 2 införa vi TcategoYien integration. 
Vi utgå här från den möjligheten att det Mongeska systemet är 
ett egentligt differentialsystem. Vi påstå att denna möjlighet är 
gifven åtminstone då, när karakteristikerna ha tillsammans fyra 
själfständiga integrabla kombinationer y

7-i’ /.2’ 7s’ 7j
Till stöd för vårt påstående anföra vi omedelbart den omständig­
heten att en funktion af två variabler lik den

hvilken föreställes genom Monges system har sin analytiska deter- 
mination eller sin allmänna bestämdhet just såsom funktion af 
fyra själfständiga element. Såsom själfva integralkategorien 3) skall 
framläggas i samma paragraf ett determineradt differentialsystem 
af 5 variabler x, y, z, p , q hvilket har just de 4 karakteristiska 
integralerna y2, y3, y4 såsom sina lösningar.

D et M ongeska sy stem et i kategorien  in tegration .

Mom. 1. Vi ha af nöden att definiera en funktion iv0. Vi 
vilja införa funktionen i fråga under en form så åskådlig som 
m öjligt, vi välja för införandet af funktionen det symboliska 
betraktelsesätt som följer:

Vi införa operationskategorien 31; den inrymmer fyra ope­
rationer 3h, a .

z(x, y)

§ 2.



U ttrycken —  sym bolisera följande operationer:
Cl/CO C l / i j

, A
dx dx P dz

d   d_ , _8_
dy dy q dz

Koefficienterna R 0, S 0, T 0, V0 beteckna följande q v an tite te f:

'0 ~ V S 2- R f  S 2 — R T  0 V s 2- R T

V
r 0 =   ____ =

0 ] / S 2 —  R T

Q vantiteterna R, S, T, V  äro de förut ointalade (de till det Mong- 
eska problem ets allm änform  hörande).

N u om kastas i operationskategorien St ordningen mellan 
hvarje  enkel operation och hans koefficient; operationerna bilda 
då derivator af koefficienterna. O perationskategorien St har alltså 
ersatts genom derivationskategorien (St)0:

+  f +  $ )

<a ->»s  1 5 1 + ' t  +  I F

(StUo—  dp +  dq
'0

ico \ = __ dT,  dS,
( 9)o'— dp dq

Derivationsresultaten (Stx)0, (olt,)0, (Stj,)0, (St3)0 bestäm m as i ordning
du0 du0 8w0 0mo 
dx ’ dy ' dp '  dq

såsom de partiella derivatorna ^ - 0, af en och sam m a

funktion  m0 :

Au,,



‘' “o --- ,—  = ;  (Otj,),,0M_U
dp

dq ' Wo

låta nu  alla operationer som ingå i operationskategorien 
SI operera på en och sam m a funktion m0; vi erhålla då följande 
operationsresu ltat:

a .„ a S - ( ^  +  r D| + r a A j „ = _ ( ^  +

i 71 i y  ^uo\
+  °% o '  °

I ’4 + S 4 ) ” "s ^ r “ l 0 + S » Ä

Vi om skrifva operationsresultaten sfix«0, St^,,, S1.?m0 sedan vi in-

fört i stället fö r &̂  de likabetydaude (S«,)0, (a ,)0, (ä tj ,

Ä )« :
StxMo =  -  [S0(a y 0 +  T ^ X  +  F0(St,)0j 

SlsMo =  R0{&X +  Äo( )̂o +  I W o  
®>M0 =  ^o(%)o -Ro( -̂'/)o

sf?M0 =  n & x  +  s ^ x
D erivationsresultaten SIxm0, äl!/u0, %«<0, aHqu0 bestäm m as i ordning så- 

som de partiella derlvatorna f - ,  | p ,  f e - a f e n  funktion fa.: 

div,,
dx =  [^o(^)o +  m ) o  +  ^0(^)0]

Xfaj =  -^o(a Jo +  Ä0(St„)0 F 0(Slp)0



^  =  _ s Ä 0 + E0(3y0
dp

=  _  y (sgo + S M
dq

Mom. 2 . Vi beteckna med sym bolen 7^ en operation af 
följande form:

_ d ' f  8 ,<hp_d 8? A  __ A
1f  =  d x d p  dy dq dp dx dq dy

Vi benäm na den operationen: operationen 7 a f  funktionen  <p. 
Funktionen  f  som ingår i operationen är funktion  af operations- 
variab lerna x, y, z, p, q. Vi förstå med sym bolen det opera-

tionsresultat som erhålles, då operationen 7^ får verka på en 
funktion 4*

74 =  ^ 1  4 - =

’ !p \d x  dp  ' dy dq dp  dx dq dy) 1

_  d'f 04 dtp 84 __ 8? _  8? d4
=  dxdl> dy dq dp  dx dq dy

Vi benäm na symbolen 7 4  den jacobiska operationen 7 a f  funk-
f

tionen tp på funktionen  4 - Vi an taga a tt ts och 4 perm uteras i 
u ttry ck e t:

dtp 84 dtp 84 8 ^  d4____ 8tp d4
~dx dp dy dq dp dx dq dy

då kastar u ttrycket om sitt förtecken, men förblifver i öfrigt oför- 
ändrad t; alltså gäller relationen:

t  ^-'11
relationens m ening är den fö ljan d e : den jacobiska operationen 7 
a f  funktionen tp på  funktionen 4 är lika med den jacobiska opera­
tionen 7 a f  funktionen 4 pd  funktionen tp m ed om bytt tecken.

Vi beteckna med symbolen 11011-7^ en operation af följande
fo rm :

g
a 0 n - l i v o ^ 2  df  +

Funktionen iv0 som ingår i symbolen är den funktion  som defi­
nierats ofvan (Mom. 1.). Vi benäm na symbolen non-7.^ den ja-



cobisha operationen non-j af funktionen iv0. Vi låta operationen 
non-7j„0 verka på en funktion x och vi antaga att operations- 
resultatet försvinner:

non-v'/. =  0
J  ivo

vi vilja härnäst uppsöka möjlighetsområdet för funktionen /  
m. a. o. vi vilja bestämma antalet själfständiga partikulära lös­
ningar till differentialeqvationen

n o n - y x  =  0
ivo

Differentialeqvationen i fråga kan skrifvas under följande form :
div0 8x  , dw a 9x  dw0 a /  _  div0 d f  ,
dx dp dy dq dp dx dq dy

3m0 ah;
- p — - — a — y 

dp dq
S/  0
dz

Ofvanstående form är en homogen lineär partiell differentialeqva- 
tion af l:sta ordningen innehållande fem oberoende variabler. Den 
representerar såsom bekant en skara af vanliga differentialeqva- 
tioner af l:sta ordningen, fyra  till antalet. Denna skara bildar 
ett determineradt eller fullständigt integrabelt system; ur den­
samma erhållas fyra själfständiga partikulära lösningar

X l i  /ä >  X.3’ /-i

Dessa fyra lösningar utgöra möjlighetsområdet för funktionen 
X; vi benämna dem integralkategorien. Vi uttala nu följande 
påstående:

Det determ inerade differentialsystemet non-q.r =  0 ersätter 
Monges system, det icke-det er minerade system som är qifvet, 
med sin kela integralskara, fö r så vidt det Mongeska systematiska 
bestämmandet öfver hufvud inrymmer fyra  rntegrabla kombinationer.

Vi måste ge någon sorts bevisning åt vårt påstående. Vi 
ämna bevisa påståendet därigenom att vi uppvisa giltigheten af 
det för några skarpt åtskilda fall; vi nödgas inskränka oss till 
den sortens bevisning.

Mom. 3. Ex. 1. z(r—t) =  p - — q*
Forsyth.

Ofvanstående eqvation föreställer ett Monges system af formen:
Sy2 — 0



mjbp — bxbq —  -— ---- SySx

8z —  pbx  +  q8y 

System et har fyra karakteristiska integraler -/v  -/2, x3> Xr 

X.1 = x  — y  7.3 =  *  +  2/

7 2
—  g

Xé;
+  g

Vi ha  nu  att bilda operationen non-7^ 0. Först bildas (§ 1) qvan- 
tite terna R, 8, T, V

R 1 8  =  0 T  =  —  1 V  = —

h ärpå bildas (§ 2 mom. 1) qvantiterna R 0, S 0i T 0, V0

 P2 —  g a
1 F n

Vidare bildas operation skategori en S I:

d p 2 — g2 8
St* =  --- 0 g

st,.
g2 8

dp

oUp —  1

Stf, =  1

8
8 g 
8

dp

H ärefter följer derivationskategorien (3t)0:

(Sta;)o — “

Vft 1 ^  ^(ofiyJo ----- ^

(Slp)o =  O 
( S t g ) o  =  0

härpå bildas derivatorua af funktionen iv0

dx
2p
z

div0
dy

div0_
dp

div0
8g



Y tterligare bildas (§ 2 mom. 2) den jakobiska operationen j  af 
funktionen iv0:

-j
i Va z  d p  ^  dq  

Slutligen bildas den jacobiska operationen non-7 af iv0 :

non-7 . - 2 - ^  +  7 -  2 0 • 0 . 2,l  L = 2 L  8 +
- t  e  d p  ^  0  d q ~ z  \ * d z  +

, 0 , 0  
p  — q ~  dp dq

Operationen non-7.^ definierar hela integralskaran, ty  operations- 
resu lta te t:

0 , 0 , 8 \
0̂  0p 0gj

försvinner, då /  införes såsom en af de gifna karakteristiska 
in teg ra le rn a :

p  —  q , P +  qa? -p « t ' 1x  —  y

hvilken som helst. Teorem et gäller alltså beträffande ekvationen 
^ (r — t ) =  p 2 —  (f.

E x - 2 .  x 2r  —  y 2t  =  xp  —  yq -P x y
Forsyth

Det Mongeska system et:

x ^ y 2 — y 2dx2 =  0 
x 2dydp ■ —  i /dxdq  =  [xp —  yq  +  xy) dylx  

dz —  p d x  -f- qSy 

De fyra interm ediära solutionerna /  

xp  —  yq  —  x y  log x  yx y
x* -  XP +  yq — Zz — x y l o g x

: 0 Tn =  - V  

Operationskategorien S i:

Si,- -

y 2 v = xp -  yq +
y P _

- ^ + 1X y X

+  1 ) -\y X dq

x y



A Ä -
y  dx \y  x  ) dp

cv — x  % (sJVp — -

^ q =  '-L -

y  Vq

al.
X d p

Derivationskategorien (äl)0:

(3tx)0 =  ~  (^//)o =  ~  (^p)o = : ^ ( ^ 4 )0  =  0x y

Derivatorna af funktionen iv0 :

div^ _  2 divn _  2 'div^ __ ^ 8^ o _ q
dx  x  dy y dp ~  dq

Den jakobiska operationen 7 af funktionen iv0:

=  2 J L  , ^_0_
“  *  dp V dq  

Den jacobiska operationen non-7 af funktionen ivQ-,

— o 8 , -  o S I 2 0 , 2 0 _  2 L ,  0non-7. =  2 —  -j— 1. 2 —  A  xy
lv« d s  ll" 0.? x  d p  y  d q  x y [ J d s  

d , 0+  2/  X ---
T  J d p  dq

Operationen 11011-7^ definierar hela in tegralskaran, ty  opera- 
tionsresu lta te t:

l 0 1 0 1 0 \
\^Yl+y» + x n)x

försvinner, då 7 införes såsom en, hvilken som helst, af de 
om edelbart gifna in term ediära solutionerna y1; y 2, y 3, y_4. Teorem et 
gäller för eqvationen jc2r  — y-t =  xp  — yq +  xy

Ex. 3 . g (1 +  g) r  — Qj +  g +  2gjg) s +  y; (1 +  p) / =  0
Boole.

Det tillhörande Mongeska system et:

g ( 1 +  g ) 5/ /  +  [p +  g +  2i«i) +  p  ( i +  y?) §x ! =  o

g (1 +  g) +  M 1 +  p) Sx8(i  =  0

S,ä; =  yjSx g Sy



_ l  +  g
X l  ^  /-2  j tjj X3 =  ^  4- ?/ +  ^ '/..i =  ^  

_ i?

S =  — T = p ( l + i ) )  F  =  0E  =  g (1 +■ g) ^  — g

T) 2g ( 1 + g) c _  ^  +  g +  2Pg 2 ^ ( l + i 9 )  T/ = n
B " =  ? - s  s " =  ” ”  p - «

Operationskategorien Si:

p  +  g +  2j)g 2 ^ (1  +  ^  '
p  — g dx p q dy

Wl y ~~ZZ
2g (1 +  g) d P +  g +  ‘2Pd d

cAp =

p  — q dx p  — g dy 

g? 4- g +  2g;g 8 2g (1 +  g) 8
4-gj — g 8p ' P ~ - q  8g

2j? (1 -|- gj) ^  -4 g 4~ 2gjg 8
V — q 8gi? — g 8g»

Derivationskategorien (3l)0:

(ax)0 =  0 (®v)o =  °
f<?, _ 2 ( l  +  2g) 2 (1 +  2p)

p  — q

D erivatorna af funktionen iv0

div0 _  q div0 __ q div0 _
%

JP

o —

dp p  —  q 8g p  —  q

Den jacobiska operationen 7 af funktionen  iv0:

1 iVn---- Hh
2 d

p — q d x  p  — q dy

Den jacobiska operationen non-7 af funktionen iv0:
2 d , 2„ 0 8 , _ .  8 2 ri 2 d _

non-7. = 2 -----4 7 .  = 2 ------------------- r— ------------ —:
iv" 8^ iv° 8^ p  —  q dx p  — q dy

p  — q \dx "by

Operationen n on-7^  definierar hela integralkalegorien, ty opera- 
tionsresultatet:



försvinner, då i stället för •/ införes hvilken som helst af de 
gifna intermediära solutionerna y. Teoremet gäller för equationen 
«(! +  — +  g +  ^ p q ) s + p { l  +.p) £ =  0

Ex. 4. (1 -) -g2) s — pqt =  0
Goursat.

Det Mongeska systemet:

(1 +  q2) 8y8x pq8x2 =  0 

pqSxdq — 0 

§z =  p8x +  q8y

p “
7.8 =  27 i = x y.2=Ŷ r

1 o2R  =  0 S =  T = p q

t i  =  V +  3  ̂

F = 0

i?0 =  0 Ä0 =  1

Operationskategorien 9?.:

l . i -

T  —
° -  1 + g

2pq . d
dx 1 +  g2 dy

r 0 = o

ip =  — 1 • — p 8i)

B -  8 I 1 A
9 — 1 +  g2 8p 8g

2g
Derivationskategorien (iR.)0:

( 9 1 ;c ) 0  =  0  ( 9 t ? / ) 0  =  0  ( 9 1 p ) o  =  0  _ j _  ^2

Derivatorna af funktionen iv{):

div0  q dtVy q dw0 — q 8^0 — _ 2g
dx " d y  8p  8g 1 +  g2

Den jacobiska operationen 7 af funktionen w 0:

2g d
7iv0 1 ^



Den jacobiska operationen non - 7  a f funktionen iv0\

_ 9  8  1 =  9  8  2g d __ 2 / 9 _
non' 7^o— — 8^ 1 +  g2 %  1 +  \8^ ® Sy/

Operationen non-7 definierar hela integralkategorien, ty  opera- 
tionsresu ltatet:

försvinner, då i stället för /  införes en, hvilken som helst, af de 
om edelbart gifna interm ediära solutionerna

/ i  > /.a ’ Xs > Xr 

Teorem et gäller för eqvationen (1 - f  g3)s — gigf =  0.

§ 3.

D et M ongeska system et i ka tegorien  involution.

Mom. 1 . Vi skola fixera de M ongeska m otsatserna 3) och 
non-3) i deras omedelbart gifna form.

Monges system utgår som bekant med tvänne alternativa 
sy stem : karakteristikerna M 1 och M 2

dy == m^dx 

Rm^op +  T§q =  V rn^x  

dz =  {p q m j dx 

JRm^ —  2Sm1 +  T =  0

Det Mongeska systemet är således antingen system et Jlf, eller 
system et K arakteristikan ilfj kan h a  två in tegrabla kom bi­
nationer, Mj och under det a tt karakteristiken har ingen, 
det är en m öjlighet som kan kom m a i fråga. A ntages den m öj­
ligheten gifven, så är det Mongeska problem et (det antingen — 
eller som föreligger) intet verkligt p rob lem ; system et Af, som har 
system et af integraler (skaran u l u2) är den bestäm da operations- 
kategorien S); system et 71f2 som saknar integraler för sin skara 
af differentialeqvationer är den obestäm da operationskategorien 
non-3). Andra m öjligheter kunna finnas bredvid den n äm d a; vi

dg =  ?n.2dx 

R m 2dp -)- Tdq =  Vm2dx 

dz =  (p +  0 *

Rm,.,2 — 2Sm 2 -(- T  0



utmärka skaran af möjligheter — de karakteristiska fallen — 
genom sym bolerna:

m :: : i M " i m : : i m : : i m ::i
Symbolen “j] utmärker att karaktm ilf, har två integraler och 

att karaktm har två

9 Mbi f l  utmärker att karaktm M 1 har två integraler och
att karaktm har en

9 Mö* o”1 utmärker att karaktm M 1 har två integraler och
att karaktm M.2 har ingen.

9 M r' o] utmärker att karaktm  har en integral och
att karaktm J f , har en.

* Mo' °o\ utmärker att karaktm M 1 har en integral och
att karaktm M., har ingen

* Mo ö| utmärker att karaktm M l har ingen integral och
att karaktm M 2 har ingen

Bredvid det karakteristiska fall vi nyss betraktat — fallet Mo* o ]

— sätta vi omedelbart fallet M7 o]- Ty äfven här är motsatsen
mellan karakteristiker så skarp som motsatsen mellan integral 
och icke-integral; visserligen är motsatsen mellan integral och 
icke-integral icke utförd såsom systematisk motsats (det finns ju 
ingen skara af integraler, bara en enda integral), men om en 
systematisk eller allmän motsats har någon betydelse får fallet i 
fråga, så måste det vara karakteristikernas egen m otsats; att gå 
till en högre systematisk motsats är icke af nöden. Härnäst ta 
vi i betraktande fallet M ^  »!]■ Valet mellan alternativ är ett verk­
ligt problem, då det fallet föreligger, ty den gifna systematiska 
motsatsen — motsatsen mellan karakteristiker — är icke i sig 
själf motsatsen mellan bestämd operationskategori (®) och obestämd 
(non-3)). Hvardera karakteristikan faller inom kategorien S>, för 
så vidt karakteristikan kan betraktas såsom eqvivalent med sin 
faktiskt befintliga integralskara. Hvardera karakteristikan faller 
inom kategorien non-5) för så vidt den alltjämt kan betraktas 
såsom ett indetermineradt differentialsystem (tre eqvationer inne-



hållande fem variabler). H är är en högre system atisk motsats 
påkallad; vi h a  infört den system atiska operation n o n -j.^  såsom 
m öjlig enhet i den m otsatsen. Vi in rym m a för åskådlighetens

skull de karakteristiska fallen M7 f l ,  Mö' 3 utom  eu cirkel C  och 
vi förlägga alla öfriga karakteristiska fall inom cirkeln.

/ m: : i c
m :  n  m : :]

V  m ; ; : ]

JDen om edelbara Mongeeka system atiska operationen — m ot­
satsen m ellan karakteristikor — är m öjlig såväl inom  som utom  
cirkeln (det finns ju  karakteristiska fall såväl inom  som utom)] 
m en den system atiska operationen non-7 ^ ,  hvilken kom m er före 
såsom högre enhet, är möjlig allenast inom  cirkeln. Ty utom cir­
keln är ju  den omedelbara Mongeska operationen icke blott möj­
lig enhet, u tan  fu llt bestämd enhet eller om edelbar lösning. Det 
M ongeska problem et ju s t såsom problem (icke-lösning) är då inom  
cirkeln, icke utom. E n  sträng enhet syftar på det problem  som 
finns och på  något annat syftar den icke. Enhetsoperationen 
non-7 ^  hvilken ligger före såsom m öjlig lösning vid Monges pro­
blem syftar alltså rätteligen inom cirkeln. Vi skola uppvisa genom 
ett exempel att den icke syftar utom  cirkeln.

Ex. 5. q2r  — p 2t =  xq

Det Mongeska systemet:

g28y2 — p 2̂ x2 =  0 q28ydp — p 28x§q —  xq8y8x 8z —  p8x  -j- q8y

T vå karakteristiska integraler finnas, beggeytillhörande sam m a 
karakteristika:

1 2Ul =  z u2 — pq — 2 x

V årt exempel tillhör tydligen det karakteristiska fallet M " 'T ] J 
det faller alltså utom cirkeln C.

U i Ut 

Om :
m : :



R =  92 03 III 0 T = - — p 2 V =  x q

E 0 III

0IIICQ° T  =  -0 — 2 K
__ X

~ p
Operationskategorien 91:

_ p \ i _  
dy

9lp z= g

x  8 
i? 02 

0

a , _ 2 d x  "d
p  dx p  0jö ’

p  dq

Derivationskategorien (a)0:

CD ------- ^Ofin =  ~
p  _0_ 

2 dp

(a .r)0 =  o X
(Sly)0 =  - ~ 2

Derivatorna af funktionen iv0:

div^  2x div0
dx ~  pq dy

Operationen non-7., :

non-T. = -------pq

( 3 i p ) 0 =  —  
V

diva _  1^
dp ~  p

0 I 0 . n 0
2 ------r P — +  2cc —

0ic dy dp

( a ?)0 —

div0
dq

Resultatet af operationen non-7 på den karakteristiska integralen 

p q  — ^ x2 är icke noll. Exemplet visar att operationen non-7^

syftar bort från fallet M"1 “"].

Operationen non-7^ inses vara möjlig i det hela för så vidt 
den kan visas upptaga det Mongeska problemet inom hela cirkeln 
C m. a. 0. i alla sådana fall, då det Mongeska systematiska 
bestämmandet är ett verkligt problem.

Vi säga att operationen nou-7^ behåller sin möjlighet för
de karakteristiska fallen ]VQ 7] och M"1 “] för så vidt operations- 
resultatet försvinner då operationen nou-7^  utföres på en karak­
teristisk integral, hvilken som helst af de gifna, vare sig de äro 
tre till antalet såsom ul w2 eller två till antalet såsom ux 17. 
Vi vilja anföra tvänne exempel till att belysa operationens non-7it) 
möjlighet för de tvänne nämda karakteristiska fallen.

Ex. 6. x2r — y'H =  [ p x q y  — z )'2
Forsyth.



Det Mongeska systemet:
2r% 2 -  y ^ x *  =  0 x ^ y Z p  —  i /Sxhq  =  +  qy —  z)28y§x

dg — pdx  +  qSy 

Trenne karakteristiska integraler finnas:
i

p x  +  qy  — z y
M] =  x y  U2 =  ye 1 — ^

Exemplet tillhör alltså det karakteristiska fallet ]̂J[_Vl 0 ]
R =  x 2 S  =  0 T =  — y~ V  =  {px  +  q y - z Y

o - n  r - - y-  _ (pX + qy~gy  
o =  ~  . %  =  u ^  Ko -  ^, S0 =  0 Tq =  — -  K

Operationskategorien St:

S t ,  = - /  y \  yL J_ (px  +  qy
\  x ]  dy x y

z)2 d
d q

,n - x d I ( ^  +  5 / / —  ^ ) 2 0  . c „  8 _ .  JR = ^ J L

Derivationskategorien (St0) :

^  i - 1 2(px: +  qy  — 2 ). _  1 , W p x + q y — z ) ,
^  =  x --------------- ^-----------’ ^  =  y +  y

(Stp)o =  (St, )0 =  0

Derivatorna af funktionen ivQ:

div0_  1 2(px qy — z ) . div0_  1 2[px  -|- qy  -  - z ) ,
d x  x  x  ’ dy ~  y  y

9^ 0_ 8w0_ 0 
9p ~  0g —

Operationen non-7^:

0 0 , 1 0 , 1 0 , 0 /  I \non-i. = 2   ---------------------------5— --------------0-----------h “  \ PX  +  q y  —  z))lv° dg ' x dp 1 y dq ' u  1 1
L a _ _ !  A
x  dp y  dq

Operationsresultatet non-7^-/ är noll, då y är någon af de karak­
teristiska integralerna ?<1 vx hvilken som helst. Operationen
non-7. är alltså möjlig för fallet ]V[“



E x  7.

x sr  -)- 2x2s +  ^x2 — t —

Im schenetsky

Det M ongeska systemet:

x 2 Sy2 — 2 z2%  Sa: +  ^ 2 —  S x 2 =  0

x 2oyop fa;2  Sa:Sg =  2z8y8x
\ x  q-1 J

Sz — p§x -|- qdy

T vänne karakteristiska integraler finnas, en för kvardera karak­
teristiken :

Mi — x 2(p +  2) — Xxs — b log q -j- 2b log x  

v1 =  x 2(p +  g1) — 2xz  i  log g — 2b log x

E xem plet 'tillhör alltså det karakteristiska fallet JV^1 °0

R =  X2 ■ s = X2 T =  x 2 - b2
x 2q2 F : =  2z.

R0_x 2q
=  ~b

S 0 =
x 2q
~ Y

rp ---  ^  ö
° -  b _

b
x 2q K

_2zq
=  ~b~

O perationskategorien SI:

v ,2

Sla; =  — x 2q d / x 2q b \ d 2zq 0
h dx \ S x 2q) dy b dq

- x2Q ( d i d \  2zq d 
y ~  b \ d x ^  dy)  +  b dp

ca =  ^  _  _ L  l A .
v ~  b { dp dq

^  _____M  0 1 ^ 9
7 \ b x 2q)dp b dq

Derivationskategorien (Sl)0 :

(SD)0 =  —  —{z  +  x q ) ; få,y)0 =  - ^  (Slp)0 =  (§lg)0 =  —



D erivatorna af funktionen ivQ:

div0__ 2 div0  ^ divn ___^ div0 ___ 1
dx ' x  dy dp dq q

Operationen non-7^ :

un  I_L= _L 1  I_L
n o u  Tim ” 0^  x  d p  q d y  0 0  x  d p  q dy

Operationsresultatet non-7^ x är noll, då /  införes såsom en af de 
gifna karakteristiska integralerna u1, u, hvilken som helst. O pera­

tionen non-7fej är alltså m öjlig för fallet ”].

A tt operationen n o n -7 ^  är m öjlig för det karakteristiska 

fallet Mo 0] tarfvar intet bev is; karakteristikan - det om edelbara 
Mongeska bestäm m andet — bestäm m er icke i sig själf för detta 
fall; operationen non-7jiJo tilläm pad på det fallet, kan då icke 
strida mot någon för fallet i fråga om edelbart gifven bestäm dhet, 
operationen non-7 är alltså m öjlig för fallet i fråga för så vidt 
den är möjlig för sam tliga andra fall, hvilka det M ongeska syste­
m atiska bestäm m andet ställer såsom problem atiska.

Mom. 2. Vi ha uppvisat a tt operationen non-7ifi gällei 
inom  hela cirkeln G. Vi kunna då påstå om operationen i fråga, 
a tt den upptager Monges problem i allmän/ormen. V isserligen 
finns det Mongeska karakteristiska fall utanför cirkeln C, men de 
äro icke verkliga problem ställningar. Operationen non-7 m åste 
utesluta dessa fall — de om edelbart lösbara uppgifterna —  den 
m åste ju  i sin egenskap af högre enhet eller af relativ förkla­
ringsgrund syfta omedelbart på  det problem som finns; opera­
tionen kan icke anses upphöra a tt vara allm änt bestäm m ande 
bara därför a tt den utesluter sådant som den m åste utesluta. 
Men de problem atiska fallen C äro icke problem atiska på sam m a 
sätt, då de betraktas såsom problem för operationen non-7 ■ och 
för det karakteristiska bestäm m andet M. B estäm m andet M  ställer 
problemen C rä tt och slätt, operationen non-7^ förklarar åtskilligt 
som hör till problemen. Monges problem  m åste alltså ställas på 
n y tt; intresset knyter sig näm ligen till den frå g a n : hvad finns 
inom  om rådet C som förblir oförklaradt från  synpunkten af opera­
tionen non-7^ . Det som förblir oförklaradt i förhållande till opera­
tionen n o n -7 ^  det är något som står i skarp m otsats m ot opera-



tionen sjä[f‘ betraktad såsom förklaringsgrund eller enhetsopera- 
tion. Detta något kan ieke vara indentiskt med ett visst karak ­
teristiskt fall eller med vissa sådana, ty ett visst karakteristiskt 
fall står i skarp motsats mot ett anna t sådant eller m ot alla de 
andra, ett visst karakteristiskt fall b ildar alldeles icke en skarp 
m otsats mot enhetsoperationen non-7^ . Vi vilja fixera motsatsen 
m ot enhetsoperationen non-T. .

D å vi gjort åtskillnad mellan olika karakteristiska fall: 

M?)! J  Md,1 0] °- s- v -> så ha  vi förutsatt a tt vi ha  en säker metod 
för bestäm m andet af antalet befintliga integrabla kom binationer 
inom  hvarje karakteristika. H ade vi icke en säker metod vid 
det bestäm m andet, så skulle vi icke kunna skilja fallen å t skarp t; 
cirkeln G skulle bortfalla; ett skarp t fattad t problemläge hade vi 
då icke längre; den förklaring vi gett — enhetsoperationen non-7^  
—  skulle upphäfvas, ty  den hänför sig om edelbart till cirkeln C 
(till det egentliga problemläget). Vid det bestäm m ande hvarom  
h är är fråga användas operationer som äro likartade med opera­
tionen non-745)o — partiella differentialeqvätioner af första o rd ­
ningen — men icke en enstaka operation u tan  en m ångfald af 
operationer, en operationskategori. Sin enklaste form  har denna
operationskategori då m ångfalden är tvåfald. Booles system är
enkelt i denna m en in g ; det har allenast två operationer Aj och A2

a __  d | d . V  9
1 dx  ^  dtj R dp

A =  J)_ _  G _8_
3 dq 1 dp B

_  2 ^  4- r . =  0

Operationen af l:s ta  ordningen As

A3 =  A, A, —  A, A,

kom m er till systemet B  genom  ren härledn ing ; den är i a llm än­
h et olik operationerna Ax och Aa. O perationerna af l:s ta  ord­
ningen  A4 och A5

^ 4  =  ^ 3  ^ 1  1 ^ 3  ^ 5  =  ^ 3  '  ^ 2  ^ 3

kom m a till system et B  på sam m a sätt; de äro i allm änhet olika



operationerna Aj A0 A3. Det Booleska operationssystemet är i 
allmänhet icke-jacobisM: det ger integraler till olika antal och i 
allmänhet ingen in tegral; så till vida är det skarpt motsatt en- 
hetsoperationen u o n -j^  som ger ett bestämdt antal integraler.

Vi draga nu inom konturen G tvänue cirklar 1 och 7.

m;: a m: r:
non-1 

V ivo y

cirkeln F afses inrymma det som förklaras genom operationen 
non-T. ; cirkeln F måste då anses innesluta samtliga karakteris-

'  IV q

tiska fall som höra till cirkeln C, ty samtliga dessa fall omfattas 
af operationen non-7^, och själfva omfattandet innebär nödvän­
digt någon förklaring. Cirkeln 7 afses inrymma det som förblir 
oförklaradt i förhålllande till operationen non-7^ m. a. o. det 
som ligger öfver den operationens förklaring, cirkeln 7 måste då 
anses innesluta alla de nämda karakteristiska fallen, ty alla sättes 
de omedelbart genom det Booleska systematiska bestämmandet, 
och satta såsom fall under det Booleska bestämmandet ha de skarp 
motsats mot operationen non-7 .̂ .

Den Booleska kategorien betecknar skarp motsats mot en- 
hetsoperationeu non-7^ i och genom det att mångfalden af ope­
rationer inom kategorien är tvåfald. Men Booles kategori ger 
icke motsatsen med all nödig skärpa. I konstruktionen, i den 
yttre bilden, är Booles kategori icke hållbar. Operationen non-7 
är en symmetrisk konstruktion, en skarpt utformad bild; men 
Booles konstruktion är osymmetrisk, relativt formlös, i det draget 
är den icke skarp motsats mot operationen non-7,^. Vi måste 
uppsöka en kategori I  som ger motsatsen mot operationen non-7^ 
med all nödig skärpa: med två operationer som äro symmetri- 
f or mer.



Operationen non-7^ beror af funktionen iv0; den funktionen 
har definierats i § 2 mom. 1. Men funktionen iv0 är härledd ur 
en annan funktion, funktionen u0. Omedelbart — i derivations- 
kategorien § 2. mom. 1 — definieras funktionen w0. Definieran­
det af funktionen iv^ sker i en viss ordning: först bildas (i ope- 
rationskategorien) derivatorna af funktionen m0; därefter elimi­
neras (genom derivationskategorien) dessa derivator; eliminatious- 
resultaten ge derivatorna af funktionen iv0, Funktionen iv0 förut­
sätter tydligen funktionen u0; den förra funktionen är alltså härledd 
ur den senare. Sammanhanget mellan funktionen u0 och funk­
tionen iv0 är det nödvändiga operationssammanhang som vi ha; 
operationen non-7^, betecknar icke det sammanhanget, den in­
rymmer icke funktionen operationen i fråga är alltså icke
nödvändig i vår närvarande relation, den är bara en möjlighet 
som finns. Sammanhanget mellan u0 och ivQ kan ge ett opera- 
tionsuttryck som är motsatt operationsuttrycket non-7^ och högre 
än detta, för så vidt sammanhanget mellan u0 och iv0 är det 
nödvändiga eller adseqvata sammanhanget och operationen uon-7^ 
det möjliga. Vi skola fixera operationssammanhanget mellan w0 
och iv0 i motsats mot operationen non-7^.

Vi äga från föregående paragraf (§ 2. mom. 1) en afbild- 
ning af operationssammanhanget mellan u0 och iv0 ; afbildningen 
i fråga är den följande;

divQ  | g  du0 | y  du0 | y  du q'
dx \ 0 dx dy dqi

dw0 _ v dv0 duQ 0m_o
dy ~  0 dx +  0 dy +  0

3 « L o  =  _  c  ^ 0
dp 0 8J? 02

    rp 8M0 _j_ g  0MO
~dq ~~ 0 0p 0 02

Vi multiplicera ofvanstående fyra eqvationer i ordning med

qvantiteterna: ^ fl, -----därefter addera vi eqva-

tionerna; resultatet blifver:
divQ 0mo . div0 0«cl  din0 du0  div0 du0  q

' “0^ +  W  0g dp " d x  dq ' dy



R esultatet kan skrifvas under form en:

7 s  =  0
J ivo

eller ock under form en:
n iv 0 =  0
J  U q

Relationen 7i%M0 =  0 ger sam m anhanget mellan m0 och w 0 fö r­
medelst operationen:

den operationen är sym m etrisk (§ 2. mom. 2.) och den är skarpt 
m otsatt operationen non-7^:

uon-7«  =

Det som vi fasthålla i operationen 7 är tvåfalden af operationer 
7 och 7. , ett visst sam m anhang m ellan u() och iv0 a llts å ; 
ingendera af operationerna 7 ^  och 7i% är, för sig tagen, enhets- 
operation bredvid operationen non-7 O perationskategorien:

l u o  livo

är den kategori S som vi söka; vi benäm na den (med anslu t­
ning till Sophus Lie) involutionskatdgonen. Vi göra följande 
påstående:

Involutionskategorien upptager M onges problem i a llm änform en  
sam t i  ordning relativt operationen non-j.^ .

Kategorien 7 ( , 7(|, inses gälla såsom allm änform  för så 
vidt den visar sig kunna om fatta sam tliga karakteristiska fall

som äro i fråga, alltså fa llen : [“l "(B, o'B. U  oB, [0 oB.
K ategoriens ordning relativt operationen n o n -7 ^  står klar, om 
det visar sig a tt kategorien sätter vid hvarje karakteristisk t fall 
ett högre problem läge än operationen.

Ex. 8: a. — 4:X2qs -|- 3q2t - f  2 x 3p  =  0
Im schenetsky

Det Mongeska system et:

x 4. Sy2 4a;2 Sy Sx -(- Bg2 5a;2 =  0 

x 4 Sg Sp -)- 3q2 Sx 8q =  —  2 x 3p  Sy Sx 

Sz =  p S x  -\- q Sy



H vardera karakteristikan har en integral:

x^p ■

R  =  x i S =  — 2x'2q T  =  ?>q2 V = - -  2 xsp

III0

(M1IIIOQ° T  _ 3 g
0~ x 2

2xp
Q

O perationskategorien

cK z= :  —
d | 3q d 2xp  3

' dx x* ' dy q dq

^  _  x 2 d y d 2xp 3
y q dx  'd y  q dp

& = 2 . ^  p 2p q 3q

CO = _ _ % ! .
q SJ2 dp

Derivationskategorien (Sl)0: 
2xp

3
2  . —  

3q

(Slrj)o --
1

Operationen 7  ̂ :

(åtp)o — ( a 9)0 =  o

24 P - X i

D erivatorna af fanktionen iv0:

div0   4:xp
dx q2

O perationen 7 ^  :

7 ivo '

div0 =  0 1 ̂ <S
> 
.

10 11 1

dy dp

1 3 d
4,xw —

3p
— 2 x 2-r  -f dx

2X2
q-

3iv0  3
3q

dy
Operationssystem et 7 ^, j jVo är jacobiskt eller fu llständ ig t; de p a r­
tiella differentiäleqvationerna:

7y  =  0 7 X =  0
Ko J iv«

ha näm ligen tre gem ensam m a in tegraler: endels de karakteristiska 
in tegralerna u l och vx endels en funktion w x:

w1 =  2  -\- xp  — yq 
funktionen iv1 erhålles såsom operationsresultatet, då differential-



eqvatiouen § z = p § x - \ - q f o j  in tegreras tned tillhjälp af relatio-
o  1  o  U  2  3  »nerna x  p  — -  q- =  u x och x*p — 5 # — vv

Ex. 8: b. x h  +  2rr2s +  \ x 2 — t =  2z

Vi känna igen detta exempel från  det föregående (Ex. 7). 
bilda på vanligt sätt operationerna 7^, 7 ^ :

Vi

-  2(0 +  *?) ^  + 2*3 -idx
„ ti ar —-

dy

1
7 i i ’o Xq 2q —

d3
— — x  j  
dp dy

Operationskategorien ofvan är icke ett jacobiskt sy stem ; de be­
fintliga karakteristiska integralerna u1 och

u 1 =  x \ p  q) — 2x z  +  ö log 3 +  21 log x  
identifiera icke i stället för •/ eq v a tio n e rn a :

7 '/- =  0 7'/- =  0
1 Un ’ IV n

Funktionen / v , :
0 p  , ’i y  

Wl 3a:2 3a:
- 4a:

3a:2 <1

(bildad ur relationerna §0 =  p  Sa: - f  q oy, =  0, w1 =  0 så som 
exem plet 8:a anvisar) identifierar icke heller eqvationerna. Sy- 
stomet 7^ /  =  0, J iVoX =  0 ger då icke om edelbart eller i sig 
själf systemet ^  =  0, v1 = 0 , w1' = 0 ] men bestäm ningarne
7wy^ == 0, 7i# 'X. =  0, ehuru nya bestäm ningar, äro icke helt frä m ­
mande  för bestäm ningarne tq =  iq =  w y =  0 . Vi skola visa om 
dem, a tt de ha betydelse för system et w, =  tq =  w, =  0 såsom 
ett härledt m om ent, såsom samhöriga transformatorer (jmfr. Sophus 
Lie. Over en Classe geom etriske T ransform ationer. § 6).

Vi införa i stället för funktionen yfx, y, 0, p, q) funktionen 
-/ (m1, Wj) och utföra operationerna 7|( och 7 ^  på funktionen 

/. (uv  vv  wi) '■



Vi välja funktionen y så, a tt =  — 1 sam t u tföra operations-

resultaten 7,^%, Tn>v1 o. s. v. E qvationerna ofvan antaga då 
följande fo rm :

- i Xn + ixn_M!j=5=0
du1 017 b x

du, +  X gry +  Sx2

U r eqvationerna ofvan erhållas:

3y   1 c[ y— x  3y ' - l ä  y —
3mj Öa?8 26 a:2 6a:3 26 a:2

Vi känna igen dessa bestäm ningar; Im schenetsky h ar dem vid
/ 62 \sin solution af eqvationen a:sr +  2a:2,? - f  la:2 — — äj t =  2z  såsom

sim ultana med bestäm ningar ne u, =  v, =  =  0.

De särskilda fallen 8:a och 8:b tillhöra begge fallet [“' “]3 . 
Vi ha konstaterat att involutionskategorien 7^, 7 ^  upptager båda 
dessa särskilda fall inom sitt operationsom råde, dock på olika 
sätt eller i  en viss ordning. Vi beteckna typen för det särskilda 
fa lle t 8:a genom symbolen och typen fö r  det särskilda fa lle t

8:b genom  symbolen ["l • Involutionskategorien ger oss alltså

fallet £  lig  förm edelst tvänne m om ent: °B  ocl* ["1 oB •

Ex. 9 : a. x b  — yH =  [px  +  <iy — ^)s

Vi igenkänna detta exempel från  det föregående (ex. 6).

lvn =-x { \ - ^ { p x f q y - z ) }  ^ f ^ i l  +  ^ p x  +  t p y - ^  ^

l ivo =  l ^ l  +  2 ^ X  + W  “  ̂  ^  ^  “  2 [ P X  + g2/ _  Z)] 4
O perationerna rj u< och 7 ^  äro tydligen olika. De bilda ett jaco- 
biskt system ; de ha näm ligen trenne gem ensam m a operations- 
konstanter Mj, v, , iv, :

yux =  xy i \  =  -  wx =



Ex. 9: b. ar +  (x — y)s — yt — P +  1 XV
Forsyth.

Det Mongeska systemet:
x Sy2 — (x —  y) 8y dx — y 8x2 =  0 

xSydp  — ySx 8q =  (p +  q —  xy) Sy ox 

8z =  pS x  qSy 

Trenne karakteristiska integraler finnas:

=  xy
p ■xy

R ==  x S
_ x — y

2a: _ x — y 
0 x-\- y

x

T = - y

T  =  2 yA ------

Vl =  x  — y

V = p  +  q— xy

x — y
Operationskategorien

  \ x — y d

2(p+<t-xy)
x + y  ' 0 x  +  y

2y cl 2 [p+ q—xy) 3_
x - \ - ydx  x - \ - ydy  %-\-y 3g

^  =  2a: x — y _d 2{p-\-q— xy) 3_
y ~ x - \ - y d x  x-\-y dy x-\-y 3p

^  x — y .3 . 2a: 3
Stp = --------j— ^— I-----1 yx-\- y 3p x-f-y  3g

_ 2« 3 x—  i) 3
Stg = —j— y H j yx-\-y dp x-\- y 3g

Derivationskategorien (9t)0:

(SMo =
_ ^y 4«/

;io ( x + y f  

Operationen 7uo:

7,m= —

'vio (x-\-y)2 

Ay 3
’u<> ( x + y f  \^p 3g 

Derivatorna af funktionen iv0:

dwn Ay div0   Ay
dx [x-^-yf 

Operationen

dy { x+y?
diya _  div0 _  Q 
dp 3g



=  4y (jl _ i
livo (x - \ - ijY  dq,

O perationerna 7 ^  och 7 ^  äro liha i operationsfak torn ; opera- 
tionskategorien öfvergår i en enstaka operation. De särskilda 
fallen 9:a och 9:b tillhöra begge fallet ["’ “ 2 ,  Involutionskate- 
gorien upptager begge inom  sitt operationsom råde, ty  kategorien 
determinerar sig på visst sätt för begge fallen. Men den deter- 
m inerar sig icke på samma sätt för begge fallen; i fallet 9:a 
äro 7 mj och 7 ^  olika i operationsfaktorn, i fallet 9: b äro 7 ^

och 7 iti lika i operationsfaktorn. Vi få alltså för fallet

de begge m om enten [“‘ och “B '  .

Ex.  10: a

E xem plet återfinnes i det föregående (ex. 1).

2 / 8  0 \  2 l  ' d , 0

1  «o ^  ivo

Ex. 10: b. x 2r  — y 2t =  xp  — yq -\- xy

E xem plet återfinnes i det föregående (ex. 2).

7 = =  2  (  -  - 8 - +  1 7 . = 2
h'« \ x  d p  y  d q )  M’° d p  y  dq,

7 uo 7 iVo

De särskilda fallen 10: a och 10: b tillhöra begge fallet [“( “B .  
Äfven för detta fall få vi alltså från  involutionskategoriens syn­
punkt tvänne m om ent: [ : : b '  och c ; : b " .

U ppdelningen i tvänne m om ent inses vara m öjlig för fallet 
" "B  för så vidt uppdelningen kom m it till stånd för alla andra fall.

Vi draga inom  cirkeln 7 en koncentrisk c irke l; vi benäm na 
den inre cirkelns område 7 " och cirkelringens om råde 7 '. In- 
volutionskategorien gäller inom hela den y ttre cirkeln 7 ; in- 
volutionskategorien upptager Monges problem  i allm änform en. 
R elativt enhetsoperationen non-7 ^  är cirkeln 7 det ren t obekanta 
om rådet, problem ställningen som finns. E n ordning 7 ', 7 " inom 
om rådet 7 är ett öfverordnadt m om ent i förhållande till operationen

3



non-j^ ) en lösning af det problem som operationen non-7i?)o stäl- 
-er. Lösningen är relativ eller ofullständig, för så vidt involutions-

\U i O

[ u i  UV 

[Vi  V2-

kategorien, betraktad i allmänformen, är ett ofullständigt (icke- 
jacobiskt) system. Monges problem ställes alltså på nytt; det 
ställes såsom involutionskategoriens 7^, j iVo problem; det för­
djupas då det ställes från den synpunkten.

§ 4 '

Det M ongeska system et i kategorien  reaktion.
Mom. L Vi ha betraktat funktionerna iv0 ocb w0 såsom 

integraler. Funktionerna äro möjliga på det sättet, de äro dock 
icke nödvändigt bestämda så, de äro icke definierade såsom inte­
graler. Funktionerna skulle vara definierade såsom integraler, 
om hela slcaran a f olika derivationer som de kunna ha vore de­
finierad. De fem partiella derivatorna af funktionerna:

003 003 003 003 003

d x  d y  d z  d p  dq
03 =  w 0 , iv0

beteckna hela skaran af olika derivationer. Vore de definierade 
alla fem , så vore funktionerna nödvändigt bestämda såsom inte­
graler. De äro icke definierade alla fem, allenast f yra  af dem
äro definierade; vi ha definierat (§ 2, mom. I) derivationerna:

do3 do3 003 003

dx '  dy '  d p '  dq



Om funktionerna iv0, u0 m åste alltså fastslås, a tt de ju st  
såsom integraler betraktade ligga qvar i differentialegvationerna. I 
själfva integraltypen som de ha  innebära de då icke nödvändigt 
solution eller relativ lösning, ty den funktion som är lösning 
relativt differentialoperationer går såsom sådan u t ur operationerna 
den ligger icke qvar i operationerna. Vi skola visa om funk­
tionerna w q och ua att de ha ett sätt att gå ut ur operationerna; 
vi skola ställa dem i predikam entet reaktion. De gå icke u t u r 
operationerna hvar fö r  sig, de gå icke u t i integraltypen nödvän­
digt, då de stå i predikam entet reaktion; de gå ut u r operatio­
nerna allenast in  abstracto: i sitt sammanhang såsom tvåfald, så­
som skaran w0, iv0. Vi benäm na funktionerna iv0 och w0 reagenser, 
då de stå i predikam entet reaktion eller såsom kategorien reak­
tion. Vi skola visa om reagenserna att de u tgå såsom den re­
lativa solutionen då det Mongeska problem et kom m er före såsom 
kategorien variation d. v. s. såsom en allm än problem ställning 
inom variationskalkylen.

Mom. 2. Vi betrakta system et

7 ^  =  0 7#0X =  0

vi vilja fram lägga de olika m öjligheter som kom m a före vid 
system ets fullständigande.

N:o 1). Vi antaga att system et är fullständigt i den gifna 
formen (med tvänne bestäm ningar alltså). Antalet in tegraler ä r 
då 3; vi beteckna denna m öjlighet genom symbolen S>(3).

N:o 2). Vi antaga att system et icke är fullständigt i den 
gifna form en eller med tvänne bestäm ningar; vi antaga a tt en 
ny eller själfständig bestäm ning kom m er till. Vi skola uppsöka 
den nya bestämningen.

Systemet 7^  =  0 , 7^  =  0 har om sym bolerna aflägsnas, 
fo rm en :

d«0 9x | 9 /  9wn dx_ _  0mo dy_ _  Q
dx dp dy dq dp dx  dq dy ~

div0 9y. , 9X_ _  djfo ^X  9^o _  q
dx dp dx dq dp dx dq dy

Vi sätta system et under den enklare fo rm e n :



^ L +s " dJL =  0 
d y  dp dq

0MO du0 dua diip du0 d'Up

1
r0 = J )

dq
div0

d x

div0

1
h

dq
divp

dy

divQ
1

s° ^  D
d x

divp
dp

divp

n d x 02 dy dx dp

_ _ 1  
t o  =  D

du0 8«0 
dy  dp 

div0 div0 
dy  dp

B

8t<0 8m0
dp dq 

div0 div0 
dp dq

Qvantiteterna s0' och s0"  äro lilca; determinanterna

0mo d u ^  

dq dy  

divp diva 
dq dy

och

dw0 8m0 
dx  dp 

div0 div0 
d x  dp 

mom 2):

äro nämligen lika på grund af relationen (§ 3

7^0 =  °
i v 0

Vårt system har nu följande form:

d \  n ( d \  n-T- ■/ =  0 X =  0-■dx p \d y  0

8 , 8 , 8 , 8  
- \ -p —  +  ro-^r +dx dz op " d q

I d \   ^  0 i

\dy  J - dy qdz

"dp ' "dq

Enligt vårt antagande är det ofullständigt; operationen af l:sta

ordningen I - j —  1 1 —
dy L \ d x  )0 \ d x  ] A d y  )0



d d
kom m er t i l l  operationerna genom ren härledn ing  ;

den är en ny e ller fu lls tä n d ig  ande bestäm ning; v i beteckna den 
genom symbolen p. V å r t system är nu  del fö lja n d e :

= 0 PX =  0.^ ) o x ~ °  (Jrb
A n ta le t be fin tliga  in teg ra le r är två, fö r  så v id t systemet är fu l l ­
s tänd ig t, i den fo rm  det ha r eller med tre  bestämningar. V i be­
teckna  ̂ denna m ö jlig h e t genom symbolen ®(2). V i skola visa 
a tt möjligheten ‘£>(2) iche fin ns  såsom möjlighet inom integralskarans 
hela möjlighetsområde, v i skola visa a tt systemet icke kan fas thå llas  
i  den fo rm  det har eller med tre bestämningar.

O perationerna af l:s ta  o rdningen a och b

Ä
dx

b =  p
d

d yL

d \  __ 
d x)JJ

d_\
,dy)0[J

dr, 

d y )0 

ds( 
d y /0

d \ 
dx

dsA
d x )0]

dt0 
dx

aQ =  P (■s'o) 

bp =  p (s0) —  ^

bQ =  P {to)

d \ 
dx)0

d \  

Ay/o 
d \ 

Avio

\ d y

'dsr

äro s im u ltana  med operationerna (
\ d x j j  V

a (x) =  0 

f l

dy io

d r f _

dy )o

'd< \ _ 
dy Jo

d \  

\dy)o  
b (x) =  0

h  +
■dsf 
dx j 0

'dt0 
dx

0'/n ---
‘ Ctp

0_
dp

a. 0
19 09

_ 0_

02

dx  / t

'djo 
dx

p. B estäm n ingarne :

lägga t i l l  system et: j  y_ — x =  PX =  0 någon n y  e ller fu l l ­

ständigande bestämning, fö r  så v id t något a f u ttry c k e n :

d r0 

dy /o

A A  _ 
dy Jo

(h g

dx

dtp
dx



är shildt frå n  noll. Att upptaga en ny eller fullständigande be­

stämning till de tre gifna : =  =  0 är mot vårt
antagande i N:o 2 ; vårt anta°gaude i N:o 2 är att systemet 

y _  -J y =  0 är fullständigt genom närvaron af tre bestäm­
ningar. 'F ö r  att kunna behålla vårt antagande — möjligheten 
®(2) — måste vi alltså upptaga identiteterna:

\d y ) 0 \d x  /o \dy )0 \d x )0
Dessa identiteter föra omedelbart med sig identiteten:

p =  0
Vårt operationssystem är då fullständigt såsom skaran

( ± )  ( ± )
\d x)0 \dyj0

m. a. o. det är fullständigt i sin omedelbart .gifna form 7iro’ 7 i i v

Vi ha kommit tillbaka till vårt antagande N:o 1. Möjligheten 
®(2) ligger utanför mtegralskarans möjlighetsområde.

N:o 3. Vi antaga att operationerna a och b äro lika. A n­
talet integraler är då 1; vi beteckna denua möjlighet genom 
symbolen S>(1).

N:o 4. Vi antaga att operationerna a ocb b äro olika. An­
talet integraler är då 0; vi beteckna denna möjlighet genom sym­
bolen ©(0).

Vi beteckna med 3)(n) den kategori som går ut ur opera­
tionerna vid det icke-definierade operationssystemet

-7 y =  0 7 . 7  =  0

Kategorien ©(n) gäller utom en cirkel % såsom integralskarans
existensmöjligheter: ©(3), ®(1), ©(0) den 
gäller inom cirkeln x såsom reaktions- 
kategoriens möjligheter: ®(m), ®(2).
Reaktionskategorien öfvergår icke från 
möjlig bestämdhet till nödvändig be­
stämdhet genom integration; den är 
nödvändigt bestämd eller definierad 

därigenom att kategorien ®(n) fixeras i momentet tvåfald ®(2). 
Vi ha att uppvisa detta. Först måste vi dock fastställa kate­
gorien ®(m) — kategoriens ®(n) allmänna representant inom 
cirkeln x — så, att den upptager Monges problem i allmän formen.



Vi införa i operationssystemet 7 ^  =  =  0 funktionen
i stället för funktionen y. Eqyationen y =  0 öfvergår då 

i en ren identitet; eqvationen:

7 ^ 0  =  0

q vars tår såsom systemets representant. Vi införa på analogt sätt 
funktionen iv0. Såsom operationssystemets representant fram träder 
omedelbart eqvationen Jlj v 0 =  0 men denna eqvation är såsom 
vi veta (§ 3 mom. 2) identisk med eqvationen 7. =  0. Om, . x  J IVo u
eqvationen 7ivu0 =  0 veta vi att den är det nödvändiga samman­
hanget mellan funktionerna w0 och iv0. Om funktionerna ivQ och 
m0 själfva veta vi att de ligga till grund för alla enhetsoperationer 
som vi användt vid Monges problem, m. a. o. att de upptaga 
Monges problem i allmänformen. Funktionerna iv0 och u0 äro 
två till antalet; reaktionskategorien är alltså allmänt möjlig just 
såsom den skaran; vi beteckna skaran genom symbolen ®(m).

Reaktionskategorien är icke nödvändigt bestämd, då den
fasthålles såsom kategorien ®(m) eller såsom skaran m0, iv0\ två- 
falden i skaran, olikheten mellan de funktioner som utgöra skaran, 
fram träder icke klart nog. Tvåfcdden eller olikheten upphäfves helt 
och hållet om u0 och iv0 äro exakta hegge två eller gå hegge två ut 
ur operationerna genom integration:

M° = dx + lly dy + ^  ^  + 83 =  Ux ^  P' Q)
. _  "div0 div0 7 , div» 1 divn ,
w ° - ) ^ d x  +  l h i d y  +  ̂ dp  +  ^ [ d(l  =  v i (x- ^  q,)

Ty exakta funktioner iq och vx som uppfylla villkoret:

7 , ,“ i =  0
göra differentialeqvationen dz =  pdx q8y integrabel; de få en ny 
funktion — funktionen w1 (jmfr ex. 8:a) — till sin skara, de 
beteckna en viss existensmöjlighet för integralskaran [den möjlig­
het som vi betecknat genom symbolen ©(3)]; de beteckna icke en 
existensmöjlighet för reaktionskategorien. Tvåfalden inom skaran 
u0, iv0, olikheten mellan funktionerna w0 och iv0 är fastslagen, om 
den ene a f funktionerna går ut ur differentialoperationerna genom 
integration (framträder i  exakt form.) under det att den andre stan­
nar i differentialoperationerna (framträder såsom icke-exakt integral).



Då funktionerna u0 och iv0 stå tillsammans på detta sätt. säga vi
om, dem- att de äro fixerade såsom kategorien ©(2), m. a. o. att de
gå ut ur operationerna såsom kategorien reaktion.

Mom. 3. U ppm ärksam m a vi hvad som sagts ofvan om de
skarpt fixerade reagenserna [om kategorien ©(2) m. a. o .]: att de
gå u t ur differentialoperationer eller beteckna sin karaktär a f  relativ 
lösning på ett sätt som står i bestämd motsats mot integraltypens 
så inse vi a tt reagenser kunna fixeras för ett visst hithörande 
problem läge trots det a tt integraler icke kunna fixeras. E tt villkor 
måste dock vara uppfylldt, om kategorien reaktion skall kunna 
ha  sin tilläm plighet: det problem som föreställts till a tt få sin 
lösning måste vara en verklig uppgift m. a. o. det m åste inses 
syfta bestäm dt åt en lösning. Det karakteristiska fallet ]V[0 0] 
h a r icke om edelbart sin lösning genom in teg ra tio n ; karakteristiska 
integraler saknas. Fallet i fråga kan emellertid inneslu ta en 
verklig uppgift; variationskalkylens uppgifter (de som fixerats  så­
som uppgifter åtm instone, jm fr Lindelöf & Moigno, Calcul des 
Variations) subsum eras under Monges problem och under fallet 
y[°0 ”] så långt de äro verkliga uppgifter eller uppgifter af intresse. 
Skaran af sådana uppgifter — kategorien variation  — är enligt 
Lindelöf den följande:

Ex. 11. ( l - f q ^ r  — 2pg,s +  ( 1 + p 2) i =  0
1 4- jö2 -4- o2

Ex. 12. (1 - f  g2) r — 2pqs +  (1 p 2) t  =     —

Ex. 13: a. (1 +  g2) r — 2pqs +  (1 - f  g?2) / =  — ^  (1 i?2 +  <f)

Ex. 13: b. ( 1 + 9 '2) ’" — 2 p q s p 2) t =  — — ( 1 +_p2 +  g'2) *

Såsom typ för en eqvation i skaran gäller nedanstående eq v a tio n :

(1 +  g2) r  — 2pqs +  (1 +  P 2)  ̂=  TJ (z . I)

Med U  förstås en funktion af två oberoende variabler z  och 1:

1 = 1  + p 2 + q 2

Vi vilja söka reagenserna vid kategorien variation m ed den typiska 
eqvationen såsom utgångspunkt.

Det Mongeska systemet:

(1 fi- g2) Sy2 +  2pq8yöx -f- (1 +  p 2) 8x2 =  0



(1 +  q2) SySp +  (1 +  p 2) SxSq =  U  {2 , 1) Sy8x 

Sz =  pSx qdy 

B - l + q *  S = — pq  T = l  -j- p s F =  U(z,  I )

B n =_ l- r < Z 2 T  _ 1  + P S0 — 'n / /  ' u  i v  1  n / i
Operationskategorien SI:

SI, =  — A  1 1 + ^ !  A  , _?
L ^ / J  dx i y j  dy i y j  gg

*VT

s L = i ± j ! i - _ ^ _ i _
* '] // ^  n / 1  dy

U / I )  8 
*1/7 01?

si,

Sl,
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Funktionen ivn:

- . 4 0 /  / (prf* +  qdy) -\- j(2pdp  +  2qdq)

\  i sätta pdx -(- qdy — dz och 2pdp +  2qdq =  d l;  funktionen iv0 
antager då följande form:
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Funktionerna w0 och ivQ äro i predikam entet reaktion om den 
ena är exakt under det a tt den andra  är icke-exakt. För 
funktionens ivn exakthet tarfvas allenast det, a tt expressionen

d U [ z , I )  U (0, / )  
di— s ^ r -

är en funktion af variabeln z  ensam t: 

0 dU * U _
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F unktionen ivg antager nu följande fo rm :

iv0 =  log I  +  I  \1 {z) dz +  en konstant
3I-

Funktionsvärdet: U =  —  ^  (z) ■ I  +  v (z) I  identifierar eqvationen

2 - ^ — 3 — =  (j,(^); \i (z) antages vara liksom ( )̂ en arb iträr 
8/  /

funktion af z. Vi särskilja alltså tre fall.

1) ^ (2) =  0 v ( )̂ =  0 ; till detta fall hör ex. 11 .
2) fi, (gj 4= 0 v (z) =  0 » » » » » 12.
3) p. ( )̂ =  0 v (z) 41 0 » » » höra exemplen 13: a och
13: b såsom olika specifikationer af fuuktion v [z).

Funktionen m0 är icke-exakt vid alla de näm nda fallen. 
Vi ha fu n n it  att kategorien variation fa lle r  u t i  en bestämd mening 
eller med de särskilda exemjrfen 11, 12, 13, såsom de rena möjlig­
heterna hos den typiska eqvationen, då reagenserna fiveras, m. a. 0 . 
då villkoret fö r  reaktion fasthålles.

»Une intégrale est, en général, determ inée, com m e l’a mon- 
tré  Canchy, si on se donne une courbe situé sur cette surface 
intégrale et le plan tangent en chaque point de cette courbe, 
pourvu qu ’on suppose cette intégrale représentée par un  déve- 
loppem ent en série entiére; h e s t la recherche de cette integrale 
particuliére qui constitue.le probléme de Cauchy.» (E. Goursat, 
L ejons sur 1’intégration des eqvations aux dérivées partielles du 
second ordre).

Begreppet integral gäller icke om edelbart för icke-integrabla 
kom binationer (för Monges system t. ex.); kunde integralbegreppet 
generahseras eller utvidgas, så skulle det kunna gälla. Cauchys 
determ ination är en generalisation af integralbegreppet; Monges 
problem  i allm änform en får dock icke sin lösning genom den.



Svangheten med Cauchys integralbegrepp (gifvet såsom of van) 
ligger i öppen dag: det inrym mer partihulariteter, specifikt geo­
metriska: element (»surface integrale», »plan tangent», »coaråe»); 
men generaliserande innebär icke, utan utesluter fastmer upp­
tagandet af partikulariteter.

I mm framställning är begreppet integral hänfördt uteslutande 
till begreppet om ett determineradt differentialsystem; jag har und- 
vikit att generalisera i Cauchys mening (eller så som ofvau). Med 
integrationen a f  ett icke-determineradt differentialsystem (af Monges 
system t. ex.) har jag förstått uppsökandet a f  det determinerade 
diffei entialsystem, till hvilket det iche-determinerade systemet står i ett 
nödvändigt sammanhang. Det determinerade system som samman 
hänger nödvändigt med det Mongeska har jag fram lagt i § 2 
mom. 2 ; det betecknas genom ekvationen n o n - 7 -/ =  0 . Jag 
har bevisat sammanhanget (i § 2 mom. 3) genom egentlig (icke 
matematisk) induktion, på ett förberedande sätt alltså. Jag an 
märker om symmetrien i integralkonstruktion non-7.^.

Symmetrikonstruktionen non-7^ fram står såsom rent ana­
lytisk bild: såsom motsats mot ett med partikulariteter (geome- 
metriska element) behäftadt integralbegrepp; men motsatsen mellan 
analytisk bild och analytiskt-geometrisk kan icke vara radikal; 
den analytiskt-geometriska bilden kan vara ett utvecklingsbegrepp 
(S. Lies och Pluchers konstruktioner stå i det förhållandet till 
hvai andra) och så långt utvecklingen räcker är parti k ulari teten 
borta. Det måste alltså finnas sammanhang i motsatsen mellan 
analytisk och analytiskt-geometrisk bild. Jag  har fram lagt sam­
manhanget i kategorien involution. (§ 3 mom. 2), F rån involu- 
tionskategorien 7^ =  0, 7.^ =  0 finnes anslutning — mer eller 
mindre omedelbart (jmfr exemplen 8:a och 8:b) — till de speci­
fika hithörande begreppen (Pluckers och Lies); men rent omedel­
bart befintligt, inlagdt i konstruktionerna 7^  och 7 ,̂ själfva, är 
detta specifika, som hör till, icke: konstruktionerna -ju och 7. 
äro symmetriska såsom konstruktionen non-i

o .  .  w °

Da sammanhanget mellan det gifna icke-deter minerade systemet 
och det determinerade system, som hör till det nödvändigt, fulJföljes 
konseqvent, måste sammanhanget mynna ut i  en motsats så skarp 
som. motsatsen mellan determinationens art i systemen. Determina- 
tionens art är i det determinerade system integration. Om det- 
omedelbart gifna systemet, Monges system, benämnes iudetermi-



neradt eller obestämdt, så ligger i benämningen den meningen, 
att systemet är icke-integrabelt, obestämbart just frå n  integrations- 
synpunkten, omöjligt just i den artbestäm dheten. I benämningen 
kan icke ligga de q  meningen, att systemet är obestämdt öfver 
hufvud, omöjligt att bestämma med någon artbestämdhet; låge 
denna mening i benämningen, så vore systemet icke ett problem 
för ren matematik. I § 4 mom. 1—2 har jag framlagt artbe­
stämdheten i det indeterminerade systemet; jag har benämt den 
kategorien reaktion. Om reagenstypen har jag visat att den
gäller såsom lösning framom integraltypen; jag har användt den 
på variationskalkylens uppgifter, så många de ingå i Monges 
system (§ 4 mom. 3).

Det är utan tvifvel af nöden att den förberedande bevis­
ningen, den icke-matematiska induktionen (se o fvan!) ersättes 
genom matematisk bevisning. Sådan bevisning har jag sökt få 
till stånd i mitt arbete. Det Mongeska systemet i ett determi-
neradt moment: Det determinerade moment som omtalas i det
arbetet är icke identifieradt med någon af de här omtalade deter- 
minationerna, kategorierna integration, involution, reaktion; det 
determinerade momentet är föreställdt såsom en annan kategori, 
kategorien kontakt. Min mening vid detta förfaringssätt kan
uttryckas så:

Att bevisa är att framlägga fiere moment i ordning; kate­
gorierna integration, involution, reaktion, äro från bevisningens 
synpunkt moment i ordning, men bevisningen blir klarare, formen, 
ordningen blir strängare, det hela blir mer fullständigt genom­
tänkt, ju  färre  de moment äro som skola bringas i ordning. 
Kategorien kontakt är ett moment som kan låta inordna sig före 
kategorierna integration, involution, reaktion. Jag har stannat 
vid kategorien kontakt, påverkad af dessa lättinsedda praktiska­
hänsyn. Jag har &syfta,t d,et snabba utformandet Monges system. 
Bevisningens karaktär är härm ed angifven.

Det ifrågavarande arbetet är m åhända okändt; det har 
refuserats (visserligen utan motivering) af vederbörande i Sverige, 
i Februari 1906 af K. Vetenskapsakademien i Stockholm.

Man plägar säga att vetenskapen befordras mer positivt ge­
nom nya problems ställande än genom gamlas lösaude. Reagens­
typen torde vara någonting nytt i matematiken. Betydelselös, 
ny i den meningen, kan typen icke vara; jag har uppvisat (eller



åtminstone antydt) reagensemas -  funktionernas uQ och ivn (£
’• mCnX1 ~  samhörighet med alla enhetsoperationer eller lös-

r a l T  dcm ailre"u  lV,/ 'ntegrM yp) bådemed dem jag Sjal, a„ Tändt och ^  .r io“ rrdt' Ati ä l.( osohskt») lage, en förklaring som tar tankeverksamheten i 
nspra , torde icke vara en objektiv svårighet, icke en förkla- 

1 ingens egen. l y  får man antaga det såsom igenkänningstecknet 
pa en adieqvat förklaring, att den passar i stycke med dedarandum, 
sa kan kategorien reaktion icke begripas vara annat än ett ab- 
s ractum jamval det mer bestämda dedarandum, variationskalky- 
lens problemläge är ett skäligen abstrakt begrepp (»idée trés-ab- 
strai e», kanhanda: »insaisissable» -  Lindelöf). Dedarandum 

allmanhet, det som kan tänkas komma till förklaring i någon 
"i0!11 reaktlonskategorien, är de obestämda dfferentialsystemen 

e faffska systemen) « allmänhet. Vill man afvisa min fö r­
klaring på grund af dess abstrakthet, så kräfvés såsom det minsta 
att man lägger fram ett problemläge som är allmännare, än det 

faffska problemlaget och som hör inom matematiken bestämdt. 
.btt sadant känner jag icke för min del.
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