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Inbjudning till en skandinavisk matematisk kongress har utgatt
fran bland andra professorerna Bendixson, Mittag-Ieffler, Phrag-
mén och Wiman. Jag har vid olika tillfallen vandt mig till in-
bjudarne i friga med begiran om intagandet i svensk facktid-

skrift af mina matematiska arbeten. Man har svarat mig betraffande

min metod — det stringa sammanhang genom hvilket jag for-
bundit vissa nya uppslag som jag gjort med annan matematik
som finns — att den tillhor den filosofiska vetenskapen. Min

invandning till forsvar for metoden, att den lemnar losningen pa
atskillign rent matematiska uppgifter hvilka hittills icke fitt sin
losning oaktadt alla forssk som gjorts, har lemnats obesvarad.
Jag tyder inbjudarnes mening for s vidt den ror mig till det,
att de tagit parti mot min matematiskt—vetenskapliga verksam-
het, och att de velat siga mig att deras standpunkt &r en ging
for alla gifven. Jag kan déarfor icke begagna mig directe af den
inbjudan som utgatt. Endast indirecte — med bortseende fréan
inbjudarnes ledareskap — kan jag begagna mig af den.
Goteborg 1 Juli 1909.

Nils Engelbrektsson.
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Om den allminna motsatsen mellan enheter i
Monges system ').

Med operationskategorien  forstd vi ett integrabelt differen-
tialuttryck i allménhet; med operationskategorien non-9 forsta
vi ett icke-integrabelt differentialuttryck i allménhet. Differential-
uttrycket

: 0y
i hvilket z #r en variabel som dr oberoende af y, hor till opera-
tionskategorien non-9; differentialuttrycket

yox
hor likaledes till operationskategorien non-9; differentialuttrycket
x0y -+ yox
som &r summan af de begge foreghende, hor ddremot till ope-
rationskategorien 9. Mellan operationskategorierna non-9 och
9 kan finnas en 6fvergang genom addition; operationskategorierna
dro allts mojliga tillsammans sésom ett matematiskt sammanhang.
Mojligheten af ett inbordes sammanhang betyder for non-® och
® att den motsats mot © som non-D uttalar icke ar kontradik-
torisk: motsats mellan sant och falskt, utan kontrar: motsats

mellan enhetsoperationer (lik motsatsen mellan reell enhet och
imaginér enhet).

1) Anm. Vi forutsitta bekantskap med de forsta elementen inom varia-
tionskalkylen, inom teorien fér system af lineidra partiella differentialeqvatio-
ner af l:a ordningen, inom teorien for partiella differentialeqvationer af 2:dra
ordningen (den s. k. Mongeska metoden), dessutom bekantskap med begreppet:
analytisk funktion af tvd oberoende variabler.
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De begge differentialuttrycken zdy och yox, hvilka vi tagit
ut ur kategorien non-9®, kunna ségas afbilda kategorien non-® i
sig sjalfva till en viss grad: de &ro ju tva till antalet — alltsa en
kategori, en skara — och hvartdera uttrycket inses omedelbart
tillhora kategorien i friga (vara ett icke-integrabelt differential-
uttryck). Men de afbilda icke kategorien i frdga i hennes renhet;
de utmirka icke bestimdt den kategoriens samwmanhang med
matematikens system. Kategorien ®© — skaran af integrabla
differentialuttryck — har ett bestémdt sammanhang med mate-
matikens system, (att ett differentialuttryck &r integrabelt betyder
ju att det ar kdndt fran ren matematisks synpunkt). Men sam-
manhanget mellan kategorierna non-® och 9 ar dnnu icke gitvet
i dess adeqvata form. Det enda sammanhang mellan non-® och
D som vi talat om #r det specifikt additiva:

z8y + yox

men enheterna non-® och D #ro icke menade sasom omedelbara
additionsenheter. Det specifikt additiva sammanhanget bar alltsa
prageln af sdrskildhet, betraktadt sidsom sammanhang mellan non-
-® och ©. Vi méste frangd sirskildheten; vi maste gé till mate-
matiskt bestimmande i allménhet, om vi vilja ha sammanget
mellan non-® och 9. Det allmédnnaste sammanhang som matema-
tiken kinner, #r sammanhanget mellan eqvationerna i ett eqva-
tionssystem. Differentialeqvationen

Sy —y'dr=20
ma uttagas ur kategorien non-®. Differentialekvationen

dw — w8 =0
mé uttagas ur samma kategori; tagas de begge eqvationerna till-
sammans till ett system:

oy —y'ox =0

w — w'eh =0
sa dar kategorien non-® afbildad sasom matematisk allmédnform
eller 1 sin hela form. KEtt vilkor maste dock forutskickas: man
maste veta att de begge eqvationer som bilda systemet ha verk-
lig betydelse for matematiken i deras hela sammanhang, &tminstone

betydelse sasom ett erkandt problem. Kan det icke inses omedel-
bart att villkoret &r uppfylldt, d& forestéilles icke kategorien non-




1

-® sjilf i och genom systemet; st systemets eqvationer helt fram-
mande for hvarandra, da faller ju skaran af dem — sjéiltva
kategorien — sonder.

Monges system i allménformen é&r af foljande form:

R3y® — 288ydx + Tox* =0
Réydp + Toxdq = Viydx
9z = pox + qdy
Qvantiteterna R, S, T, V aro funktioner i allménhet af vari-
ablerna z, y, 2 p, ¢. Systemet i allminformen har ingen inte-
grabel kombination; det representerar alltsd kategorien non-9.
Kategorien non-9 inses vara omedelbart gifven genom detta system
eller vara sjalfskrifven for detta, ty skaran af eqvationer héller
i hop orubbligt jamval for sadana fall, da ingen integrabel
kombination finns (skaran af icke-integrabla Mongeska eqvationer
kan ju forestilla ett problem inom variationskalkylen, en sidan
fullt bestimd matematisk uppgift).

Ett problem som 4r gifvet inom matematiken har ock sin
losning inom matematiken. Infegration af systemet ar full 16s-
ning, for si vidt systemet kan fasthillas i allminformen sisom
ett differentialsystem. Men begreppen differentiation och varia-
tion sammanfalla icke (jmfr Cauchy, Cantor m. fl. Vi anvisa
losningen i en allmannare form; vi maste inrymma jimvél varia-
tionskalkylens problem. Med full 16sning i allménformen férstd
vi ofvergingen frn operationskategorien non-® sjalf till opera-
tionskategorien @ sjilf. I § 4 ha vi sdsom utgéingspunkt kate-
gorien non-® sjilf; vi ta ndmligen for oss 1 den paragraten en-
samt kategorien variation: skaran af rena variationsproblem d. v. s.
af sddana som icke ha ndgon integrabel kombination inom de
tillhorande Mongeska karakteristikerna. Vi skola i samma para-
graf anvisa losningen eller operationskategorien ® sjalf; vi skola
tramlagga kategorien reaktion och visa om en reagens, att den
endels ar definierad med variationen (s att den &r en verklig
l6sning af variationsproblemet), endels ar en bestdmning af visent-
ligt hogre art an en tillhorande integralbestimning, hvilken som
helst. . I § 3 ha vi icke motsatsen mellan operationskategorierna
non-® och 9 gifven fullt si skarp. Vi infora 1 paragrafen kate-
gorien involution; vi skola uppvisa om reagenstypen att den har
integraltypen inom sitt mojlighetsomrade; vi skola finna reagen-
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sen lika omedelbart gifven, lika sjalfskrifven for det Mongeska
systemet som en karakteristisk integral (en partikulir intermedizr
solution) hvilken som helst. 1 § 2 inféra vi kategorien wntegration.
Vi utgh hir fran den mojligheten att det Mongeska systemet dr
ett egentligt differentialsystem. Vi péstd att denna mojlighet ar
gitven &dtminstone d&, nir karakteristikerna ha tillsammans fyra
sjalfstandiga integrabla kombinationer :

X Lo Lgr Ya
Till stod for vart pastdende anféra vi omedelbart den omstandig-
heten att en funktion af tvA variabler lik den

2z, y)
hvilken forestilles genom Monges system har sin analytiska deter-
mination eller sin allménna bestimdhet just sisom funktion af
fyra sjalfstindiga element. Sisom sjilfva integralkategorien 9 skall
framliggas i samma paragraf ett determineradt differentialsystem
af 5 variabler z, y, 2, p, ¢ hvilket har just de 4 karakteristiska
integralerna v, 4, 75, %, ssom sina ldsningar.

89
Det Mongeska systemet i kategorien integration.

Mom. 1. Vi ha af noden att definiera en funktion w,. Vi
vilja infora funktionen i friga under en form sa askadlig somn
mojligt; vi vilja for inforandet af funktionen det symboliska
betraktelsesitt som foljer:

Vi infora operationskategorien & ; den Inrymmer fyra ope-
rationer &, &,, &, &K,

d a 9

=g e e, i

=—(sg+ oyt ng)
i ) d )
eﬂy:RO%—FSO@#— VO@
: 0 0
R=—8,—1+R —

- °ap+ 3q

<
g

If

0 0
Ll ue ol
°3p+ 0 3g



Uttrycken T symbolisera foljande operationer:
di 0 0
T ok D 2z
d 0 0
=

dy — oy FE
Koefficienterna R,, S,, T, V, beteckna foljande qvantiteter :

R S T
A e e e SR
o 14
B

Qvantiteterna R, S, T, V #ro de forut omtalade (de till det Mong-
eska problemets allménform hérande).

Nu omkastas i operationskategorien & ordningen mellan
hvarje enkel operation och hans koefficient; operationerna bilda
da derivator af koefficienterna. Operationskategorien & har alltsé
ersatts genom derivationskategorien (&),

v,

e @S % i %)
=+ G+
G = aa_‘j;o aa_l;(,

(R = — ?%0 %AZQ

Derivationsresultaten (), (R,)y, (R,)or (R,), bestdmmas i ordning

du, du, ouy 9%,

sdsom de partiella derivatorna ——, ——=, , — af en och samma
der’ dy’ 9p 09
funktion w,:
dat,,
— = (&
dax (Relo
(_i&) — (é}{y)o

dy ~




ou s
a_po = (R,)y
'()’MU 3
R,
aq ( l)()

Vi lata nu alla operationer som ing4 i operationskategorien
& operera pad en och samma funktion wy; vi erhilla da toljande
operationsresultat:

1)
W“%“%%+%$%— °%+°Z’

Vi omskrifva operationsresultaten Ry, Ry, Ryug, Ku, sedan vi in-
duy duy du, U,

fort 1 stillet for —2 T R de likabetydande (9 F)or (R,)or (RK,),
(&), :
Rty = — [S(&.), + To(R)y 4 Vo(Ry),)
Rty = Ro(R), + Sy,)y + Vo(&h,), y
Rty = — So(K,), + By(,),
Rty = — Ty(R,) + S,(&,),

Derivationsresultaten &,u,, Ry, R, Ky, bestimmas i ordning sé-
: ! dw, di
som de partiella derivatorna .20 lp" % div, afen funktion sv,:
dz’ dy’ #p’ aq D

dw,

2z = S + Ty(&h,)y + V&),

dw
E‘/O = RO(QCRI)O + ‘S()(gﬁ’y)o + Vo(gﬂp)o
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BZU ol f
?p_o = S()("hﬂ)o + Ro(‘zﬂq)o
oWy

50 S To(gﬂ'p)o uig ‘So(gﬁq)o
Mom. 2. Vi beteckna med symbolen 7, en operation af
foljande form: :
© i dod de 9 op d 9pd

Te=dx op  dyoq opdr dqdy

Vi bendmna den operationen: operationen 7 af funktionen .

Funktionen % som ingdr i operationen ar funktion af operations-

variablerna x, y, z, p, q. Vi forstd med symbolen 74’ det opera-
©

tionsresultat som erhélles, da operationen 7, far verka pé en
funktion ¢

Il

pfdeo  don 08 4 0900
7»9‘— drop ' dyoq opdr 9qdy
_dpop | dody  ppdd  opdd

“drop ' dydg opdr dqdy
Vi benémna symbolen 73’) den jacobiska operationen 7 af funk;
o

tiomen ¢ pa funktionen 0. Vi antaga att ¢ och ¢ permuteras i
uttrycket:
de 90  dp 3d oy dy | 29 di

deap ' dy 89 op dx 9q dy

da kastar uttrycket om sitt fortecken, men forblifver i ofrigt ofor-
dndradt; alltsd géller relationen:

T
relationens mening dr den foljande: den jacobiska operationen 7j
af tunktionen ¢ pa funktionen ¢ ar lika med den jacobiska opera-
tionen 7 af funktionen ¢ pd funktionen ¢ med ombytt tecken.
Vi beteckna med symbolen non-7, —en operation af toljande
form:

B )
non_”‘i'vo e 2 é} —l_ 71:1)0

Funktionen ¢, som ingdr i symbolen dr den funktion som defi-
nierats ofvan (Mom. 1.). Vi beniamna symbolen non-7, —den ja-
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cobiska operationen non-7 af fumktionen iv,. Vi lata operationen
non-7;, verka pA en funktion y och vi antaga att operations-
resultatet forsvinner:

non- 7X—O

g
vi vilja hérndst uppsoka mojlighetsomradet for funktionen Vi
m. a. o. vi vilja bestimma antalet sjalfstandiga partikuldra 16s-
ningar till differentialeqvationen

non-7y =
o

Differentialeqvationen i fraga kan skrifvas under foljande form:

divy 9y | div, 9y 8w, 07  div, 8,
Tk UL 90X -
dr 9p ' dy aq op ox oq oy

il 2_1,??;% a 3“’ 34

: op og |0z
Otfvanstdende form &r en homogen linedr partiell differentialeqva-
tion af 1:sta ordningen innehallande fem oberoende variabler. Den
representerar sasom bekant en skara af vanliga differentialeqva-
tioner af L:sta ordningen, fyra till antalet. Denna skara bildar
ett determineradt eller fullstandigt integrabelt system: ur den-
samma erhallas fyra sjilfstandiga partikulira losningar

Lo Lo Yz Yy
Dessa fyra losningar utgora mojlighetsomradet for funktionen
%; Vi benimna dem integralkategorien. Vi uttala nu féljande
pastdende :

Det determinerade differentialsystemet non- Ty = O ersitter
Monges system, det icke-determinerade system som ar gifvet,
med sin hela wntegralskara, for si vidt det Mongeska systematiska
bestimmandet Gfver hufoud inrymmer fyra witegrabla kombinationer .

Vi méste ge ndgon sorts bevisning &t vart pastdende. Vi
amna bevisa pastdendet darigenom att vi uppvisa gilticheten af
det for ndgra skarpt atskilda fall; vi nodgas inskrinka oss till
den sortens bevisning.

Mom. 3. Bzl 2(r—t) = p? — ¢*
Forsyth.
Ofvanstaende eqvation forestiller ett Monges system af formen:
oy* — dz?=0
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Sydp — Oxdq = p—z—q dydz

8z = pox + qdy

Systemet har fyra karakteristiska integraler y,, s % Y4

=T Y Ys =LA Y

D=4 _p+q
= ] =

Lo
Vi ha nu att bilda operationen non-j;, Forst bildas (§ 1) qvan-
titeterna R, S, T, V
v
2
harpa bildas (§ 2 mom. 1) qvantiterna R, S, T, V,

2

R—l S=0 Ir=—1 V=

9pEiilg
R sty oy D Zl

Vidare bildas operatidnskategorien &*

P

' q“ d
Ro=—|(—1 —
=—|—1.4 =
i r* —q o
SR, e 1 S PR
=144 i
Sp=1 _;Bf
0q
Re=1 _8_
. op
Harefter foljer derivationskategorien (&R),:
2
(Bado= 2
S
(@K!/)o SRt
(Rp)y =0
(Rg)g =0
harpd bildas derivatorna af funktionen w,
G _ % din_%  wm_ ¥
T dy B o og ¥
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Ytterligare bildas (§ 2 mom. 2) den jakobiska operationen 7 af
funktionen dv,:

2p 2 , 29 9
Tae— e T ,.,q N
g Z op Z 0q
Slutligen bildas den jacobiska operationen non-7 af LU
) R e eiee L
-7, =2— =2 —4+ ——t 12 =C1(,°
non-7, 55 L S a i e T i

0 9
ey 2 L Q) :
Operationen non-7, - definierar hela integralskaran, ty operations-
resultatet:

0 0 9\ .
(‘az +p3p+q8q)/.
forsvinner, di y infores sisom en af de gifna karakteristiska
integralerna :

rP—4q

T —y = x4y

Pk
2 Z

hvilken som helst. Teoremet giller alltsi betriffande eqvationen
z(r—1t)=p®— g%

Bx. 2. o' — Pt =xp — yq + xy
: Forsyth
Det Mongeska systemet:
2%y* — y20x? =0
w*oydp - — y*ordq = (rp — yq + wy) dydx
0z = pox + qdy

De fyra intermediéra solutionerna

zp—yqg —xylogz y

Y 3 = % hye 2 —aylogy
B—az S5—0 T—_ V=uap—yq+ =y
ax YR NG e y p q
i —{) =t R
Ro 7 ‘So 0} 210 = Vo— o L

Operationskategorien & :

= )a Gt )i

z)dy " \y




Derivationskategorien (&), :

(Ra)y = (Ry)y = i (Fp)o=0  (Re)y=0

= o

5
Derivatorna af funktionen 7, :

devy- 2 diwes 2 s

ow
= = =0 —=0
o Ty =2y op 0q
Den jakobiska operationen 7 af funktionen v,:
20 2 9

e

Den jacobiska operationen non-7 af funktionen uw:

: 9 6o 20 dalaa 2 0
nonj, =2—+1, =2—4+-——+ ——=—|xy —
L 0z + Ta, 02 ta op T yoqg xy [T‘/ 0z T
0 0
y——+x—
+ Y a o+ E q}
~Operationen non-7;, definierar hela integralskaran, ty opera-

tionsresultatet:

) ) AW
(wy o +yap+xaq>‘

forsvinner, da 7 infores sdsom en, hvilken som helst, af de
omedelbart gifna intermediira solutionerna v, 7, %3 %, Teoremet
giller for eqvationen x%*r — y* = axp — yq + xy

Exadi: gl a)r —(p4q = 209)s £ p(l =p) =0
Boole.

Det tillhorande Mongeska systemet:
g1+ )3y + (p+ q + 2pq) dydx +p (1 + p) 92* =0
q (1 + q) Sydp + p (1 + p) dxdg =0
8z = pdx 4 ¢y
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SR il i
M=% X2:m x3=x+y+2 X-i:}—,
9
Rl ) 5 1’+q2+ P p—pltp V=0
_2(1 +9) o a2 T052p(1_+p) ¥, =0
T % 0= V=g

Operationskategorien & :
p+aq+2pqd +2p(1+p)_d_

Rp=— | ——— — o e

p—q dx Do dy
_29q(1+gd ptgt2pga
ey q i D0y

G R pUsPng o 20(leeo) 0
= 0 g v D g 0

20(l+p) o p+a+2pg 0

g,— - aeama O Ll et o
: p—aq 8p D07 o0
~ Derivationskategorien (&),:
(Ra)y =0 (Ry)y=0
2 (1 + 2) 2 (1 4 2p)
R = gR( —
Bl (Sa)o ey
Derivatorna af funktionen w,:
dx dy du 0 0 D)
Den jacobiska operationen 7 af funktionen w,:
i 20 i d
=" —gd  p—
Den jacobiska operationen non-7 af funktionen w,:

4 ) :
non-7j EZ;—)—;—}- T =2

Jdvo

24 2.4
82 p—gqdr p—gqdy

2 (i_i>
TGl )

Operationen non-j, = definierar hela integralkalegorien, ty opera-

tionsresultatet:
(i ik
or 9y c

Il
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forsvinner, da i stdllet for 7 infores hvilken som helst af de
gifna intermediéra solutionerna y. Teoremet géller for equationen
qlt+gr—(+a+2pgs+p(1l+pi=0
Ex. 4. (1+¢*)s—pgt=0
Goursat.
Det Mongeska systemet:

(1 + ¢*) Sydz + pgdz® =0

pgdxdg =0
82 = pdx + q0y
pZ
L= X251+q2 Xs =14 L=y e
2
R=0 s;-l";q T =G
R0 S— = 2 oy
L =g
Operationskategorien & :
— d 2pq . d
8= L
d
3?/ b 1 . d_:l/
0
fp=—1.—
D op
224 Ol i
B cli
Derivationskategorien (&),:
asiii2g
(glfv)o —0 (gg“?/)o =0 (S{P)o =0 (3’!1)0 =] L q2
Derivatorna af funktionen i, : .
R PE e O
Den jacobiska operationen 7 af funktionen 4v,:
i 3G
L Nk
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Den jacobiska operationen non-7 af funktionen v,:
i) e 24222(2_'_8_
non-1,, =20t = T SR ST e qay)

Operationen non-7, ~definierar hela integralkategorien, ty opera-
tionsresultatet:

=03

02 g oYy

forsvinner, da i stillet for y infores en, hvilken som helst, af de
omedelbart gifna intermedidra solutionerna

Yo Lo As» L4
Teoremet giller for eqvationen (1 4- ¢°)s — pgt = 0.

§ 3.
Det Mongeska systemet i kategorien involution.

Mom. 1. Vi skola fixera de Mongeska motsatserna 9 och
non-® i deras omedelbart gifna form.

Monges system utgar som bekant med tvianne alternativa
system: karaktevistikerna M, och M,

Sy = m, 0w Oy = m,0x
Rm,op + Tdq = Vm,dx RBmydp 4+ T6q = Vmyox
3z = (p + gqm,) oz ok 8¢ = (p + qm,) 8z | o
Bm*—28m, + T'= Rmy? — 28my, + T:O]

Det Mongeska systemet &ar saledes antingen systemet M, eller
systemet M,. Karakteristikan M, kan ha tvd integrabla kombi-
nationer, w, och wu,, under det att karakteristiken M, har ingen,
det 4r en mojlighet som kan komma i fraga. Antages den moj-
ligheten gifven, s& #4r det Mongeska problemet (det antingen —
eller som foreligger) intet verkligt problem; systemet M, som har
systemet af integraler (skaran w, w,) 4r den bestimda operations-
kategorien D; systemet M, som saknar integraler for sin skara
af differentialeqvationer &r den obestimda operationskategorien
non-®. Andra majligheter kunna finnas bredvid den nimnda; vi
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utmérka skaran af mojligheter — de karakteristiska fallen —
genom symbolerna:

’17111&2 P1U11Mz ’lld’ltz Pqulo UL 0 quo
V1 V2 V1 0 U1 O 0 O

Symbolen 1\/L,1 1,2] utmérker att karakt:n M, har fwd integraler och
att karakt:n M, har twd

» le o]utmamer att karakt:n M, har tvd 1ntegraler och
att karaktm I, har en

U Uz

» Mo o}utmﬁrker att karakt:n M, har tvd integraler och
att karaktm I, har ingen.

» M? 0} utmérker att karakttm M, har en integral och
att karaktn M, har en.

w0

» M. o} utmérker att karaktmm M, har en integral och
att karakt:n M, har ingen

» M,, O] utmérker att karakt:n M, har ingen integral och
att karakt:n M, har ingen

Bredvid det karakteristiska fall vi nyss betraktat — fallet 1\4“x ul]

U1 0

— sitta vi omedelbart fallet MO 0]. Ty afven hdr &r motsatsen

mellan karakteristikor sd skarp som motsatsen mellan integral
och icke-dintegral; visserligen &r motsatsen mellan integral och
icke-integral icke utférd sisom systematisk wmotsats (det finns ju
ingen skara af integraler, bara en enda integral), men om en
systematisk eller allmdn motsats har nigon betydelse far fallet i
fraga, s méste det vara karakteristikernas egen motsats; att gl
till en hogre systematisk motsats &r icke af noden. Hérnést ta
vi i betraktande fallet Mu‘ ”] Valet mellan alternativ ar ett verk"
ligt problem, di det fallet foreligger, ty den gifna systematiska
motsatsen — motsatsen mellan karakteristikor — &r icke i sig
sjilf motsatsen mellan bestimd operationskategori (D) och obestamd
(non-®). Hvardera karakteristikan faller inom kategorien 9, for
s& vidt karakteristikan kan betraktas sdsom eqvivalent med sin
taktiskt befintlign integralskara. Hvardera karakieristikan faller
inom kategorien non-® for si vidt den alltfjimt kan betraktas
sdsom ett indetermineradt differentialsystem (tre eqvationer inne-
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hallande fem variabler). Hér &r en hogre systematisk motsats
pakallad; vi ha infort den systematiska operation non-7j, —sdsom
mojlig enhet i den motsatsen. Vi inrymma for dskédlighetens
skull de karakteristiska fallen MG ugj M ]m‘om en cirkel C och
vi forlagga alla ofriga karakteristiska fall inom cirkeln.

Meel C
Mes Mo
Ms]

M.
0o 0
Mu:o

0 0

Den omedelbara Mongeska systematiska operationen — mot-
satsen mellan karakteristikor — #r mojlig saval mom som wutom
cirkeln (det finns ju karakteristiska fall saval wmom som wutom);
men den systematiska operationen non-j, , hvilken kommer fore
sésom hogre enhet, ar mojlig allenast inom cirkeln. Ty wutom cir-
keln dr ju den omedelbara Mongeska operationen icke blott mdj-
lig enhet, utan fullt bestimd enhet eller omedelbar losning. Det
Mongeska problemet just sisom problem (icke-16sning) ar dé& snom
cirkeln, icke wfom. En string enhet syftar pa det problem som
finns och p& nagot annat syftar den icke. Enhetsoperationen
non-7, - hvilken ligger fore sisom mdjlig 16sning vid Monges pro-
blem syftar alltsd rétteligen inom cirkeln. Vi skola uppvisa genom
ett exempel att den icke syftar utom cirkeln.

Ex. 5. : ¢’r — p’t= aq
Det Mongeska systemet:
q%8y? —p? ot =0 ¢*ydp — p*dxdq = zqdydx Oz = pdz -+ qdy

Tvé karakteristiska integraler finnas, begge/tillhé')rande samia
karakteristika :
1

D u:pg—gxz

Vért exempel tillhor tydligen det karakteristiska fallet M m]
det faller alltsd utom cirkeln C.

u




R—gq¢ S=0 T'=—1p? V=uxq
9

R,= S0 B 7=
0 P 0 0 q 0 p
Operationskategorien & :
Bl pNd ex) q d z 0
e i
[ 1)@ T p g "=y T T o
=050 p o
= B
Derivationskategorien (&), :
S ST sl . Bl
(g{x)o —0 (3{1/)0 e F (3{17)0 :Z—; (3“@)0 = g
Derivatorna af funktionen v,:
ol Aor v dw o g e,
dx g dy op p q q
Operationen non-7, : :
1 0 0 0
non-j, =— — g— — 4 22—
e [q 2w Py T

Resultatet atf operationen non-j, - pé den karakteristiska integralen

1 : . e
pg— 5 «* dr wke noll.  Exemplet visar att operationen mnon-7

vy

syftar bort fran fallet |\[.' ‘“2].

010!

Operationen non-7, —inses vara mojlig ¢ det hela for s& vids
den kan visas upptaga det Mongeska problemet inom hela cirkeln
C m. a o. i alla sddana fall, d& det Mongeska systematiska
bestammandet &r ett verkligt problem.

Vi séiga att operationen non-j, behaller sin mdjlighet for

de karakteristiska fallen [, ﬁ och M. Z] for sd vidt operations-

resultatet fOrsvinner di operationen non-7, —utféres pa en karak-

teristisk integral, hvilken som helst af de gifna, vare sig de dro

tre till antalet sdsom w, u, v, eller tva till antalet sisom u, v,.

Vi vilja anfora tvinne exempel till att belysa operationens non-j,
mojlighet for de tvéinne ndmda karakteristiska fallen.
Ex. 6. 2 —y't = (px 4 qy — 2)* :
Forsyth.
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Det Mongeska systemet: ‘
2?8yt — y?ox? =0 x23ydp — y*dadq = (px + qy — 2)*dydx
3z = pdx + qdy

Trenne karakteristiska integraler finnas:

1
i moetoys Y
U, = xY Uy, = Ye ’Ul—x

Uy uz]

Exemplet tillhor alltsd det karakteristiska fallet 1\,/[1,l 3

R=a? S=0 — V=(pz+ qy — 2)
v i Sy, _(pz+ qy—2)°
RO:; { 0:0 0:_“9: V xy

Operationskategorien & :

éPuE—K—%)%-F(MJrqy ot) 8];

xy 0q
z d prt+qy—2°® o ., _Z 0 )
g 2 BRI el O g < g
&y—y dx+ xy op’ &p Yy 99 50 7o
Derivationskategorien (&,):
L 2k 0) ) 2(pz+9y—>2) .
(3x)0=; x ’ (“B' )o—y + Y ’

(Rp)o= (Re)o =0
Derivatorna at funktionen uv,:

g Lo 2pzday -0 Gl G der by A)

drz. =7 & Ledy iy Y
Op S9Rg

Operationen non-7j, :

2l w9 g

L a0 ; Laablai o2
e e 3p+y o 2 (pe =gy )l— —}

Operationsresultatet non-j, 7 &r noll, d& 7 &r nigon af de karak-

teristiska integralerna w, wu, v, hvilken som helst. Operationen

Uy Uz
7”1 0|

non-7, dr alltsd mojlig for fallet |\
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Ex. 17
b?
2% + 2% - (x2 — ngz) t = 2¢
Imschenetsky
Det Mongeska systemet:
2
220y — 202 dy S + <x2 — x592> S =0

2 4
2By dp & (x2 - xf—qz> S0:8q = 229y oz

0z = pdx + qdy

Tvénne karakteristiska integraler finnas, en for hvardera karak-
teristiken :

u, = x*p + q) — 2xz — blog q + 2blog =
v, =2*p + ¢q) — 22z + bloggq— 2blogx
Exemplet tillhor alltsa det karakteristiska fallet |\[.: 0]

2
R=s? S =z? T=a®— xzq2 V=22
_zq - 230 il el _22q
Roz—b— S, = 7 T,= o vV, = 5

o wg d) 22q @
&“Zﬁrﬁﬁ"* T
ST
we(-§+4
ity b ol
e

Derivationskategorien (&), :

[

Bh=—2t+o0); (= (Bl = (Blo =2
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Derivatorna af funktionen uw:

g 05 e bwd

1
de = dy op q E

Operationen non-7,, :
non=g. i =

Operationsresultatet non-7, y &r noll, d& y infores sdsom en af de
gifna karakteristiska integralerna u,, v, hvilken som helst. Opera-

UL o]

tionen non-j, ~&r alltsdh mojlig for fallet M.,
Att operationen non-j, - 4r mojlig for det karakteristiska

tallet V[ Z] tarfvar intet bevis; karakteristikan - det omedelbara
Mongeska bestimmandet — bestammer icke i sig sjilf for detta
fall; operationen non-7, = tillimpad pa det fallet, kan da icke
strida mot nagon for fallet i friga omedelbart gifven bestimdhet,
operationen non-7 é&r alltsd mojlig for fallet i fraga for si vids
den &r mojlig for samtliga andra fall, hvilka det Mongeska syste-
matiska bestimmandet stdller sdsom problematiska.

Mom. 2. Vi ha uppvisat att operationen non-j, - gillex
inom hela cirkeln C. Vi kunna di péstd om operationen 1 fraga,
att den upptager Monges problem i allmdnformen. Visserligen
finns det Mongeska karakteristiska fall wtanfor cirkeln C, men de
dro icke verkliga problemstéllningar. Operationen non- T, MAste
utesluta dessa fall — de omedelbart 15sbara uppgifterna — den
méste ju i sin egenskap af hogre enhet eller af relativ forkla-
ringsgrund syfta omedelbart pa det problem som finns; opera-
tionen kan icke anses upphora att vara allmint bestdammande
bara dérfor att den utesluter siddant som den méste utesluta.
Men de problematiska fallen (' &ro icke problematiska pa samma
sitt, di de betraktas sdsom problem for operationen non- Tiwe OCh
for det karakteristiska bestimmandet M. Bestimmandet M stallw
problemen C ritt och slétt, operationen non- Ty JOTlarar datskilligt
som hor till problemen. Monges problem miéste alltsd stillas pa
nytt; intresset knyter sig nimligen till den flagan hvad finns
inom omradet C som forblir oférklaradt fran synpunkten af opera-
tionen non-j, . Det som forblir oforklaradt i forhallande till opera-
tionen non-7, ~det &r nagot som star i skarp motsats mot opera-
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tionen sjarf betraktad sisom forklaringsgrund eller enhetsopera-
tion. Detta ndgot kan icke vara indentiskt med ett visst karak-
teristiskt fall eller med vissa sidana, ty ett visst karakteristiskt
fall stir i skarp motsats mot ett annat sidant eller mot alla de
andra, ett visst karakteristiskt fall bildar alldeles icke en skarp
motsats mot enhetsoperationen non-7, . Vi vilja fixera motsatsen
mot enhetsoperationen non-j, .

Da vi gjort Atskillnad mellan olika karakteristiska fall:
rﬁ] M Z] 0. 8. v., s4 ha vi forutsatt att vi ha en siker metod

for bestdmmandet af antalet befintliga integrabla kombinationer
inom hvarje karakteristika. Hade vi icke en siker metod vid
det bestimmandet, s& skulle vi icke kunna skilja fallen &t skarpt;
cirkeln C skulle bortfalla; ett skarpt fattadt problemlige hade vi
dd icke langre; den forklaring vi gett — enhetsoperationen non-7 o
— skulle upphéfvas, ty den hénfor sig omedelbart till cirkeln C
(till det egentliga problemliget). Vid det bestimmande hvarom
hir ar frdga anvindas operationer som #ro likartade med opera-
tionen non-7, — partiella differentialeqvationer af forsta ord-
ningen — men icke en enstaka operation utan en mangfald af
operationer, en operationskategori. Sin enklaste form har denna
operationskategori da méngfalden &r fvdfald. Booles system ar
enkelt i denna mening; det har allenast tva operationer A, och A,

: e d V 2
0 0 : ;
Aa:_"— BT [
oL B
i
Rp?—28. +7.=0

Operationen af 1:sta ordningen A, :
A=A, —AA,

kommer till systemet B genom ren harledning; den &r i allman-
het olik operationerna A, och 4, Operationerna af 1:sta ord-
ningen A, och A

A=A A —A A, A, =4A,0,— A A,

komma till systemet B pd samma sitt; de #ro i allmanhet olika




26

operationerna A; A, A, Det Booleska operationssystemet ar i
allmanhet dcke-jacobiskt: det ger integraler till olika antal och i
allménhet ingen integral; s& till vida &r det skarpt motsatt en-
hetsoperationen non-j, ~som ger ett bestéimdt antal integraler.

Vi draga nu inom konturen C tvénne cirklar I' och 7.

T
Mo M
MG ] MG 2

non-j

0 OB u OB
00 V1 O
U Uz [ul Ua
v V2 v 0

X

ivo

cirkeln I' afses inrymma det som forklaras genomn operationen
DON-7,, 5 cirkeln I' méste d& anses innesluta samtliga karakteris-
tiska fall som hora till cirkeln C, ty samtliga dessa fall omfattas
af operationen non-j, , och sjiltva omfattandet innebdr nodvin-
digt mdgon forklaring. Cirkeln 7 afses inrymma det som forblir
oftrklaradt i forhélllande till operationen non-j, ~m. a. o. det
som ligger 6fver den operationens forklaring, cirkeln 1 méste da
anses innesluta alla de ndmda karakteristiska fallen, ty alla séttes
de omedelbart genom det Booleska systematiska bestdmmandet,
och satta sdsom fall under det Booleska bestimmandet ha de skarp
motsats mot operationen non-7, .

Den Booleska kategorien betecknar skarp motsats mot en-
hetsoperationen non-7, i och genom det att méngfalden af ope-
rationer inom kategorien #r tvafald. Men Booles kategori ger
icke motsatsen med all nodig skdrpa. I konstruktionen, i den
yttre bilden, ar Booles kategori icke hallbar. Operationen non-j,
dr en symmetrisk konstruktion, en skarpt utformad bild; men
Booles konstruktion dr osymmetrisk, relativt formlos, i det draget
dr den icke skarp motsats mot operationen non-j, . Vi méste
uppsoka en kategori ¥ som ger motsatsen mot operationen non-7j,
med all nodig skdrpa: med tvd operationer som &ro symmetri-
former. :
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Operationen non-7, beror af funktionen 7v,; den funktionen
har definierats i & 2 mom. 1. Men funktionen sv, &r harledd ur
en annan funktion, funktionen w, Omedelbart — i derivations-
kategorien § 2. mom. 1 — definieras funktionen %, Definieran-
det af funktionen v, sker i en viss ordning: forst bildas (i ope-
rationskategorien) derivatorna af funktionen w,; dérefter elimi-
neras (genom derivationskategorien) dessa derivator; eliminations-
resultaten ge derivatorna af funktionen s, Funktionen dv, forut-
sitter tydligen funktionen u,; den férra funktionen ér alltsa harledd
ur den senare. Sammanhanget mellan funktionen u, och funk-
tionen v, dr det midvindiga operationssammanhang som vi ha;
operationen non-j,  betecknar icke det sammanhanget, den in-
rymmer icke funktlonen u,; operationen i friga ar alltsh icke
nodvindig i vAr nédrvarande relation, den dr bara en majlighet
som finns. Sammanhanget mellan u, och 7, kan ge ett opera-
tionsuttryck som &r motsatt operationsuttrycket non-7,, ~och hogre -
an detta, for si vidt sammanhanget mellan u, och 7, &r det
nodvindiga eller adeqvata sammanbanget och operationen non-j,
det majliga. Vi skola fixera operationssammanhanget mellan u,
och 4w, 1 motsats mot operationen non-7, .

Vi aga fréan foregiende paragraf (§ 2. mom. 1) en atbild-
ning af operationssammanhanget mellan w, och w;; afbildningen
i fraga dr den foljande:

oo n g
%=R0%+Sodu°+ e

Vi multiplicera ofvanstiende fyra eqvationer i ordning med

qvantiteterna: %‘, %%“, — dc%g d;; darefter addera vi eqva-

tionerna ; resultatet blifver:
div, auo + div, u, __ g : duo dw, ! dg
dx dy = 9q op  dx 99 ~ dy
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Resultatet kan skrifvas under formen:
. : u, =0
9

eller ock under formen:
: w,=0
I »
Relationen 7,, u, =0 ger sammanhanget mellan », och @, for-
medelst operationen :
7‘[1}0

den operationen ar symmetrisk (§ 2. mom. 2.) och den ar skarpt
motsatt operationen non-7j, -

: 0
Non .. — 25% b

Det som vi fasthalla i operationen 7 &r tvifalden af operationer
Tug OCB Tgp € visst sammanhang mellan %, och v, alltsé;
ingendera af operationerna 7, och 17, &r, for sig tagen, enhets-
operation bredvid operationen non-j, . Operationskategorien :

Tuo Tiwo

ar den kategori ¥ som vi stka; vi bendmna den (med anslut-
ning till Sophus Lie) involutionskategorien. Vi gora foljande
pastéende:

Tnwolutionskategorien upptager Monges problem i allmdnformen
samt @ ordming relativt operationen non-7,, . '

Kategorien 7,, 7,, Inses gilla sisom allménform for sa
vidt den visar sig kunna owfatta samtliga karakteristiska fall

som #ro i fraga, alltsd fallen: [ul MB, [u’ A [u‘ OB, [O °B.

V1 V2 71 0 V1 0 00
Kategoriens ordning relativt operationen non-j, str klar, om
det visar sig att kategorien sitter vid hvarje karakteristiskt fall
ett hogre problemlédge &n operationen.

Ex. 8:a. ar — 4da2qs + 3¢% + 22°p =0

Imschenetsky
Det Mongeska systemet: -

xt oy + 4x?dydz + 3¢*0x® =0
w8y dp + 3q*drdg = — 22° p Oy Ox
8z = pox + qoy
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Hvardera karakteristikan har en integral:

1 3
u1=902p_§q2 ”1=x2p_§92

R=2z* =— 22% T=3¢ V=—2z%
st o 30 o 8 Py
et b e
Operationskategorien & :
: d 3¢ 4 2xp 2
o= v (€ ooy & Rl b ol
= 2) dz s z® " dy q 9q
gt 4, 0 2
Yo g dn v Wy g op
oy
= v
: 3q ° : 3
T ety
Derivationskategorien (&),:
2% ' 22
(éax)o = qg (my)o =0 (ng)o =— q_ (gRq)o =0

Operationen 7,

E mlnde e
7u0— qg pap"" dx

Derivatorna af funktionen 2wv,:

G, dop  divg_y  Gn_ 7 B8
hn T dy.on 9p T g Fig
Operationen 7, :
ol ) L d

Operationssystemet 7, ., 7, &r jacobiskt eller fullstandigt; de par-
tiella differentialeqvationerna:
gi=0 |
ha némligen #re gemensamma integraler: endels de karakteristiska
integralerna w, och v, endels en funktion e, :
w, =2+ 1P —Yq
funktionen w, erhélles sisom operationsresultatet, d& ditferential-
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eqvationen 8z = pdz + ¢dy integreras med tillhjalp af relatio-

2

S
nerna z%* — . Q> =u, och z% — S0 =y

2

2
x2q2
Vi kidnna igen detta exempel fran det foregéende (Ex. 7). Vi

Ex. 8: b. 2 + 2z% + ( £ ) t= 2z

bilda pd vanligt sitt operationerna 7, . 7, :
gl s ) el , d
: 7ru0:g‘)|—2(z+x9)@+2xqé§ e @ :
Sl o E]
Ta=2q Mo T "y

Operationskategorien ofvan dr icke ett jacobiskt system; de be-
fintliga karakteristiska integralerna u, och v,

w,=x¥p—+q) —2z2F blogqg+2blogx
identifiera icke i stillet for y eqvationerna:

T=0  TL=0
Funktionen e, :
a0 DSy
gy o s

(bildad ur relationerna 8z =pdz 4+ qdy, u, =0, », =0 s& som
exemplet 8:a anvisar) identifierar icke heller eqvationerna. Sy-
stemet 7,7 =0, 7, 7=0 ger di icke omedelbart eller i sig
sjalf systemet w, =0, v,=0, w,'=0; men bestimningarne
T £ =0, 7,02 =70, ehuru nya bestamningar, dro tcke helt frdm-
mande for bestdmningarne w, = v, = w, = 0. Vi skola visa om
dem, att de ha betydelse tor systemet u, =uv, =w, =0 sésom
ett harledt moment, sdsom samhiriga transformatorer (jmfr. Sophus
Lie. Over en Classe geometriske Transformationer. § 6).

Vi inféra i stéillet for funktionen v(z,y, 2, p, q) funktionen
7 (uy, v,, w,) och utfora operationerna 7, och 7, pa funktionen

A (%y, vy, w,):

a/ : /2
o, e a_vl I wtr =0
e Tt a0
1o 43 al} w. Yy aw u“ 0y




31

Vi vilja funktionen 7 sa, att :—7:—1 samt utfora operations-

Wy
resultaten 7, %,, 7,0, o.s.v. Eqvationerna ofvan antaga da
foljande form:

8,{ oAy
+ av b T

oY K
4o i, + 4z %

Ur eqvationerna ofvan erhallas:

e ol 0y % e O (o0 st
T e ol , Bt L 2b i
Vi k#énna igen dessa bestdmningar; Imschenetsky har dem vid

b2

sin solution af eqvationen z?r 4+ 2x%s - (ﬁ — quz> t=2z sésom

simultana med bestamningarne u;, = v, = w, = 0.

De sirskilda fallen 8:a och 8:b tillhora begge fallet [:: ZB
Vi ha konstaterat att involutionskategorien 7, , 7,, upptager béda
dessa sarskilda fall inom sitt operationsomrade, dock pé olika
sitt eller ¢ en wviss ordming. Vi beteckna typen for det sdrskilda
Sallet 8:a genom symbolen [:‘1’ (;B och typen for det sdrskilda fallet

Uy 0

8:b genom symbolen [U OB Involutionskategorien ger oss alltsa
fallet [ "B formedelst tuvinne moment: [I: ZB, och [i‘: zB”.

Uy
v 0

Ex. 9:a. r —yit = (pxr + qu — 2)*

Vi igenkdnna detta exempel fran det foreghende (ex. §).

2]

T =2 b —a) 0 et —)] o
1 ) 1 )
71’”0530[1+9(px+qj——2)]a_p-{_;/[l 2pz+ qy —2) = %

Operationerna 75, och 7, dro tydligen olika. De bilda ett jaco-
0 Al

biskt system; de ha namligen frenne gemensamma operations-

konstanter- u,, v,, w,:

”1 — ,’L"(/ L‘l — u)] 48
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Ex. 9:b. ar + (x—y)s—yt=p -+ q—xy
Forsyth.
Det Mongeska systemet:.
zdy? — (x—y) dydx — yodx® =0
xdydp —ydudg=(p + q— 2y Sy o
b2 =poz + ¢
Trenne karakteristiska integraler finnas:
—z
u—xy u2=1i_—iq?_y v —ti—
R=x SE%;——-!/ IT'=—y V=p+qg—uzy
_ % L5y Ly _ 2p+a—y)
LS ey e Ny

Operationskategorien &:
z—y d 2y d | 2(ptq—axy) O

M= ey @ atyd z+y
2 d x yd | 2ApFooay)e

3y=x+ydw+w+yd—y+ zty  °p
Sz Y 92T 1O

fo oy 9p+m+¢/aq

e e O T
T atydp =ty

Derivationskategorien (&),:

(Ra)o=— (_;'yy_f (By)o = (xjc_yl/)2 (&p)o = (Re)y =0
Operationen 7, :
e 4y o )
=59
Derivatorna af funktionen 4v,:
G|ty din_ Ay O %
dr — (z+y)? dy — (zt+y) dp i o)

Operationen 7, :
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- (_3_ o 2)

Tin = Gty \op g
Operationerna 7, och 7, #ro lika i operationsfaktorn; opera-
tionskategorien ofvergir i en enstaka operation. De sirskilda
fallen 9:a och 9:b tillhora begge fallet [ZiZB Involutionskate-
gorien upptager begge inom sitt operationsomrade, ty kategorien
determinerar sig pa visst sitt for begge fallen. Men den deter-
minerar sig icke pa samma sétt for begge fallen; i fallet 9:a
aro 7, och 7, olika i operationsfaktorn, i fallet 9:b &ro 7,

och 7, lika i operationsfaktorn. Vi fi alltsa for fallet [u’m

V1 0
ur ua )’ ur ua !’
de begge momenten [Uf “l5 loch [v: “B.

; 2 2
Ex. 10: a 7—t=p—zq—

Exemplet aterfinnes i det foregéende (ex. 1).

o D 25 9
7m=;<qa—p+p5g) 7i1,0=;<p55+qﬁ>
7uo:*:7tvo
Ex. 10:b. 2% — Yt =axp — yq + xy

Exemplet &terfinnes i det foreghende (ex. 2).

19 109 ok (1 ) 1 a)
= ol B0 e RO Do [ OE O
Tu= ¢ (m op 25 y aq> it z 9p = Yy aq
juo = 7i'vo
De sirskilda fallen 10:a och 10:b tillhora begge fallet [ZI:Z ;

Afven for detta fall fa vi alltsd fran involutionskategoriens syn-
u w2’ ur w2’
punkt tvdnne moment: [@1 s och [v; ,UQB _;
Uppdelningen i tvinne moment inses vara mdojlig for fallet
[z °B for s& vidt uppdelningen kommit till stind for alla andra fall.
Vi draga inom cirkeln 7 en koncentrisk cirkel; vi bendmna
den inre cirkelns omrdde y och cirkelringens omride t'. In-
volutionskategorien géller inom hela den yttre cirkeln 7y; in-
volutionskategorien upptager Monges problem i allménformen.
Relativt enhetsoperationen non-j, ~&r cirkeln y det rent obekanta
omradet, problemstdllningen som finns. En ordning 7, 4" inom
omradet 7 r ett 6fverordnadt moment i forhéllande till operationen

3
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non-7,  en losning af det problem som operationen non-7, — stél-
~er. Losningen ér relativ eller ofullstindig, for s& vidt involutions-

w o)’
[:sB
w W)’ 0 o/’
[’010 [o OB
\ w wy'’
V1 V2

U w2’
v V2

kategorien, betraktad i allménformen, ar ett ofullstindigt (icke-
jacobiskt) system. Monges problem stilles alltsd pa nytt; det
stilles sisom involutionskategoriens 7,, 7, ~problem; det for-.
djupas da det stalles fran den synpunkten.

§ 4. ,
Det Mongeska systemet i kategorien reaktion.

Mom. 1. Vi ha betraktat funktionerna v, och u, sisom
integraler. Funktionerna 4ro mojliga pd det séttet, de dro dock
icke nodvandigt bestimda s, de dro icke definierade sasom inte-
graler. Funktionerna skulle vara definierade sésom integraler,
om hela skaran af olika dertvationer som de kunna ha vore de-
finierad. De fem partiella derivatorna af funktionerna:

0 9w 9w 9w 9w
ow oy oz 0p 94 :
W= u,, 'I'UO
beteckna hela skaran af olika derivationer. Vore de definierade
alla fem, si vore funktionerna nodvéndigt bestimda sdsom inte-
graler. De #ro icke definierade alla fem, allenast fyra at dem
4dro definierade; vi ha definierat (§ 2, mom. 1) derivationerna:
do do 2w o

%) @1 aps aq
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Om funktionerua w,, u, maste alltsd fastslas, att de Just
sdsom untegraler betraktade ligga quar 1 differentialequationerna. 1
sjalfva integraltypen som de ha innebira de da icke nodvindigt
solution eller relativ losning, ty den funktion som #r losning
relativt differentialoperationer gar sisom sidan wt ur operationerna,
den ligger icke qvar i operationerna. Vi skola visa om funk-
tionerna iy, och wu, att de ha ett sitt att ga ut wr operationerna ;
vi skola stilla dem i predikamentet reaktion. De gé icke ut ur
operationerna hvar for sig, de gi icke ut i wntegraltypen nodvin-
digt, d& de std i predikamentet reaktion; de g4 ut ur operatio-
nerna allenast i abstracto: 1 sitt sammanhang sdsom tvifald, sa-
som skaran w,, w,. Vi bensimna funktionerna w, och u, reagenser,
d& de std i predikamentet reaktion eller sisom kategorien reak-
tion. Vi skola visa om reagenserna att de utgd sdsom den re-
lativa solutionen d& det Mongeska problemet kommer fore sésom
kategorien variation d.v.s. sisom en allmin problemstéllning
inom variationskalkylen.

Mom. 2. Vi betrakta systemet

71t()X=O 77:‘U0X= O

vi vilja framligga de olika mojligheter som komma fore vid
systemets fullstandigande.

N:o 1). Vi antaga att systemet ar fullstindigt i den gifna
formen (med tvénne bestimningar alltsd). Antalet integraler ar
déd 3; vi beteckna denna mojlighet genom symbolen D (3).

N:o 2). Vi antaga aftt systemet icke &r fullstandigt i den
gifna formen eller med tvinne bestdmningar; vi antaga att en
ny eller sjalfstandig bestdmning kommer till. Vi skola uppsoka
den nya bestdmningen.

Systemet 7, % =0, 7, % =10 har om symbolerna aflagsnas,
formen:

' duy DYy duy Dy duy Ay dwy dy _
dr 3p ' dy oq op dx  oq dy

divy oy, divy oy _ vy Ay diny dy _

dr ap ' dx 2g op dx o¢ dy ~

Vi sitta systemet under den enklare formen:

0

dy oL , oY
it il ) S )
dax +r0ap +80 aq
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oy duo % % du, 9,
o Lo drl o, A ay o Ldr or
O_Dawo div, " ™ Digav, div, * 7 D\div, awv,
9. dx aq dy dxr op
du, du, ou, 0,
yo i@ | p_|w
dw, 9w, 91y, 91,
dy op| op 09
ouy du,
: . e 9q dy
Qvantiteterna s,” och s,” &ro lika; determinanterna | . ;
0w, dw,
dg dy
du, 0u,
de op| | oy . . :
och 1o, oi aro namligen lika pi grund af relationen (§ 3
dz op
mom 2):

7?40_0

W,

Vart system har nu féljande form:
d d
(dx) i (@)0/( o
e o dB
(dw> e - °" 0 an (dy)o‘@+qa7+

0
Sl CHl s
+S°3p + °9q

Enligt véart antagande #r det ofullstdndigt; operationen af 1:sta
: d\(d d\(d
ooiogn () as) @)\,
e @) =) - @) (&)~
dy Jo\dx ), \dx),\dy dy dx |, |op dy |,
_(%) }_
dz |o)oq
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kommer till operationerna i) —d—) genom ren hirledning ;
dz )y \dy ),

den #r en my eller Jullsténdigande bestimning; vi beteckna den
genom symbolen p.  Vart system #r nu def foljande:

= e m=o
Antalet befintliga integraler #r tvd, for sd vidt systemet &r full-
stindigt.i den form det har eller med tre bestamningar. Vi be-
teckna denna mojlighet genom symbolen 9(2). Vi skola visa
att mojligheten D(2) icke finns sdsom majlighet inom integralskarans
hela mdjlighetsomride, vi skola visa - att systemet icke kan fasthdllas
v den form det har eller med tre bestimningar.
Operationerna af 1:sta ordningen @ och b

iy d dry\  (ds,\ ] @ ) ?
=)@l =[E) (@ e+ e g+ al

e d d ds, dt0> ] ) 0 0
=D\ i sl Po = lI[==0 ) =lise Rl ey e o S e O
? : (dy)o (dy)op [(d?/ )0 (CZ:L‘ 0] 02 e op i 0q

|

ag = p(s)) — (%)O (%)0_ (%)J
n=r 0= () |(G).— (@)
by =0p (f,) — (d%)o F(%)()__ d_i)>o

, p. Bestdmningarne:
0

) r
S e
o;

P T

dro simultana med operationerna <

S5

a(y) =0

S
=3
[
]

o . 5 d SR d — Yy — 07 7
ligga till systemet: <%>0,( = (dy)o = py = 0 ndgon ny eller tull
standigande bestimning, for sa vidt ndgot af uttrycken :

G
dy )y \dz J,

-1
dy J, \dz),
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dr skildt franm moll. Att upptaga en ny eller fullstindigande be-

d d
a 1 1 ] > —_ = | — = — a ‘t,
stimning till de tre gifna ( dx)OX ( dy)(}x py. = 0 ar mot véu

antagande i N:o 2; vért antagande 1 N:o 2 #4r att systemet
Tuk = Tpek = 0 8r fullstindigt genom nérvaron af tre bestdm-
ningar. For att kunna behdlla vart antagande — mojligheten
D(2) — maste vi alltsd upptaga identiteterna:

dry _(%):0 (%>_(%):0
Ay oo \difons dy s AL

Dessa identiteter fora omedelbart med sig identiteten:
p=0
Vart operationssystem ar da fullstandigt sisom skaran

d d
@, Gl
m. a. o. det ar fullstindigt i sin omedelbart gifna form 7, . 7,,.
Vi ha kommit tillbaka till vart antagande N:wo 1. Mdjligheten
D(2) lgger utanfor integralskarans majlighetsomrdde.

N:o 3. Vi antaga att operationerna a och b dro lika. An-
talet integraler &r da 1; vi beteckna denna mdjlighet genom
symbolen 9(1).

N:0 4. Vi antaga att operationerna a ocb b #ro olika. An-
talet integraler ar di 0; vi beteckna denna mojlighet genom sym-
bolen 9(0).

Vi beteckna med 9D(n) den kategori som gir ut ur opera-
tionerna vid det icke-definierade operationssystemet

= Ti=—ll
Kategorien D(n) giller ufom en cirkel x sisom integralskarans
existensmijligheter: 9(3), (1), D(0) den
giller dnom cirkeln » sisom reaktions-

9(3) kategoriens mdjligheter:  D(m), D(2).
(1) Reaktionskategorien Ofvergar icke fran
9(0) mojlig bestimdhet till nodvindig be-

staimdhiet genom integration; den &r
nédvindigt  bestimd  eller  definierad
déirigenom att kategorien D(n) fizeras ¢ momentet tvdfald D(2).
Vi ha att uppvisa detta. Forst méste vi dock faststilla kate-
gorien D(m) — kategoriens D(n) allménna representant mom
cirkeln » — sé, att den upptager Monges problem i allméntormen.
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Vi inféra i operationssystemet Tuek. = T3, %, = 0 funktionen
u, 1 stallet for funktionen y. Eqvationen Tk =0 ofvergar da
1 en ren identitet; eqvationen:

T inho = 0

qvarstar sisom systemets representant. Vi infora pé analogt sitt
funktionen 7y, Sasom operationssystemets representant framtriader
omedelbart eqvationen 7w = 0 men denna eqvation dr sisom
vi veta (§ 3 mom. 2) identisk med eqvationen 7, u,=0. Om
eqvationen Tintto =0 veta vi att den ar det nodvindiga samman-
hanget mellan funktionerna u, och w,. Om funktionerna 4y, och
u, sjéltva veta vi att de ligga till grund for alla enhetsoperationer
som vi anvindt vid Monges problem, m. a. o. att de upptaga
Monges problem i allménformen. Funktionerna w, och u, dro
tva till antalet; reaktionskategorien ar alltsd allmént mojlig just
sasom den skaran; vi beteckna skaran genom symbolen 9(m).

Reaktionskategorien #r icke nidvindigt bestimd, d& den
fasthalles sisom kategorien ®(m) eller sasom skaran Uy, Wy; tud-
Jalden i skaran, olikheten mellan de funktioner som utgora skaran,
tramtrader icke klart nog. Twdfalden eller olikheten upphdifves helt
och hdllet om wuy och v, dro exakta begge tv eller g begge tvd ut
ur operationerna genom integration:

du du, ou ou
uozjd—;dx+7‘;dy—l—ﬁdp+a—qodqzul(xa1,5710, Q)
: ‘div div L, ow
WOEJd—zodx‘i-d—yod?/ +a—;dp+a—;dq=vl(x, Y. 2, p,4q,)

Ty exakta funktioner u, och v, som uppfylla villkoret:
Tt =0

gora differentialeqvationen &z = pdz + ¢dy integrabel; de & en ny
funktion — funktionen w, (jmfr ex. 8:@a) — till sin skara, de
beteckna en viss existensmojlighet for integralskaran [den mujlig-
het somn vi betecknat genom symbolen 9(3)]; de beteckna icke en
existensmojlighet for reaktionskategorien. Twdfalden inom skaran
Uy, Wy, Olikheten mellan funktionerna wu, och w, dr fastslagen, om
den ene af funktionerna gar ut wr differentialoperationerna genom
wntegration (framtrdder < exakt form) under det att den andre stan-
nar i differentialoperationerna (framitrdder sisom icke-exakt integral).
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Dd  funktionerna w, och w, std tillsammans pa defta sdtt, sdga )
om dem att de dro fixerade sisom kategorien D(2), m. a. o. att de
gd ut wr operationerna sdisom kategorien reaktion.

Mom. 8. Uppmirksamma vi hvad som sagts ofvan om de
skarpt fizerade reagenserna [om kategorien D(2) m. a. o.]: att de
gd ut wr differentialoperationer eller beteckna sin karaktir af relatw
lisning pd ett sitt som star i bestimd motsats mot infegraltypens
s& inse vi att reagenser kunna fixeras for ett visst hithorande
problemliige trots det att integraler icke kunna fixeras. Ett villkor
maste dock vara uppfylldt, om kategorien reaktion skall kunna
ha sin tillimplighet: det problem som forestéllts till att f& sin
losning maéste vara en wverklig uppgift m. a. o. det méste inses
syfta bestamdt &t en losning. Det karakteristiska fallet M. Z]
har icke omedelbart sin lésning genom integration ; karakteristiska
integraler saknas. Fallet i friga kan emellertid innesluta en
verklig uppgift; variationskalkylens uppgifter (de som fizerafs sa-
som uppgifter &tminstone, jmfr Lindelsf & Moigno, Calcul des
Variations) subsumeras under Monges problem och under fallet
M. Z] s& langt de dro verkliga uppgifter eller uppgifter af intresse.
Skaran af sidana uppgifter — kategorien variation — &r enligt
Lindelof den foljande:

Ex. 11. (1+4+¢%r—2pgs+ (1 +p*)t=0

< 2 1 : ?
Hx: 42 (14 g3)r—2pgs + (1 4+ p?)t= ———:—p_—%:—q—
Ex. 13:a. (1 4+ ¢¥)r —2pgs + (1 + p?) t = — ‘/1; (@ s = Qg)%
Exilsb (L oppd g ~€———"6:0(1 +pttg)

Sésom fyp for en eqvation i skaran giller nedanstdende eqvation:
(14 q)r—2pgs+ (1 +pYt=Ule. )
Med U forstds en funktion af tva oberoende variabler # och I:
I—lcep 5
Vi vilja soka reagenserna vid kategorien variation med den typiska

eqvationen sisom utgingspunkt.
Det Mongeska systemet:

(1 4 ¢ Sy2 + 2pqdydx + (1 + p?) 8z =0
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(I + ¢%) 8ydp + (1 + p?) dwdg = U (2, I) dyda
9z = pdx + q9
RB=1+4 ¢ S=— pq T=1+ p? Vi—U{(z:L)
Loeg o Iy Ule 1)
R — =—= == v -
R s e b
Operationskategorien & :
- :_[—pqi 1+p21+ U(Z’I)EJ
e Gy e WT dy ' /T aq
S laetdd | Ol
AT aray Gl
s el T
W T AT 3G
q =ik pRien e oDl
i I op i)/ dq

Derivationskategorien (&), :

i q ol it ol U
s (2 T 1)’ @b =575 (2 5 ie 7)
2q ' T 2p
(5{1))0 = il/—j’ (gﬂ'q)o = ZVT

Funktionen u,:
S U o
U :LW <2 BT 7) (— qdz -+ pdy) + ﬁ (q9dp — pdyg)
Derivatorna af funktionen Wy
divy _ (g U _ g U\, din, _ (2 ol U 0wy __2p 9w _ 2
ol I
Funktionen v, :

dr — ¥ T ay =2 or

L

W, Eﬂ? %-? —3 LI]J (pdz =+ qdy) + 3 (2pdp - 2qdq)

Vi sitta pdz + qdy = dz och 2pdp + 2qdq = dI; funktionen 1,
antager da foljande form:
oU U

wy=log I —{-ﬂ? ST 3 7} dz + en konstant




42

Funktionerna w, och ¢, #ro i predikamentet reaktion om den
ena 4r exakt under det att den andra dr icke-exakt. For
funktionens v, exakthet tarfvas allenast det, att expressionen

2 9 UB(;, 4 —3 7 (;’ ) 4r en funktion af variabeln z ensamt:
oU (G

Funktionen v, antager nu féljande form:

w, =log I 4 [p(2) dz + en konstant

Funktionsviirdet: U= —p(2). I+ v (2) I" identifierar eqvationen
2 %U— —3 g — . (2); v(2) antages vara liksom p(¢) en arbitrér

funktion af z. Vi strskilja alltsd tre fall.

1) p(e)=0 v(2)=0; till detta fall hor ex. 11.
2) p@E)+0 viEe=0 » » SR oE
)it =0 vile) £ 0 o » » hora exemplen 13:a och
13:b sasom olika specifikationer af funktion v (2).

Funktionen u, #r icke-exakt vid alla de namnda fallen.
Vi ha funnit att kategorien variation faller ut v en bestimd mening
eller med de sdrskilda exemplen 11, 12, 13, sdsom de rena mdjlig-
heterna hos den typiska equationen, dda reagenserna fiveras, m. a. o.
da villkoret for reaktion fasthdlles.

»Une intégrale est, en général, determinée, comme I’a mon-
tré Canchy, si on se donue une courbe situé sur cette surface
intégrale et le plan tangent en chaque point de cette courbe,
pourvu qu’on suppose cette intégrale représentée par un déve-
loppement en série entiére; c’est la recherche de cette integrale
particuliere qui constitue le probléme de Cauchy.» (E. Goursat,
Lecons sur lintégration des eqvations aux dérivées partielles du
second ordre).

Begreppet integral giller icke omedelbart for icke-integrabla
kombinationer (for Monges system t. ex.); kunde integralbegreppet
generaliseras eller utvidgas, si skulle det kunna gilla. Cauchys
determination #r en generalisation af integralbegreppet; Monges
problem i allménformen far dock icke sin 19sning genom den.
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Svarigheten med Cauchys integralbegrepp (gifvet sisom ofvan)
ligger i Oppen dag: det inrymmer partikulariteter, specifikt geo-
metriska; element (»surface integrale», »plan tangent, »courbe») ;
men  generaliserande innebdr icke, utan wutesluter fastmer upp-
tagandet af partikulariteter.

['min framstillning ar begreppet integral hantordt uteslutande
till begreppet om ett determineradt differentialsystem; jag har und-
vikit att generalisera i Cauchys mening (eller s& som ofvan). Med
umtegrationen af ett icke-determimeradt differentialsystem (af Monges
system t. ex.) har jag forstatt uppsokandet af det determinerade
differentialsystem, till hvilket det wcke-determinerade systemet star i ett
nodvindigt sammanhang. Det determinerade system som samman-
hénger nodvindigt med det Mongeska har jag framlagt i S 2
mom. 2; det betecknas genom ekvationen non-j, » = 0. Jag
har bevisat sammanhanget (i § 2 mom. 3) genom egentlig (icke
matematisk) induktion, pa ett forberedande st alltsd. Jag an
mérker om symmetrien i integralkonstruktion non-ge .

Symmetrikonstruktionen non-j, - framstar sasom rent ana-
lytisk bild: sdsom wmotsats mot ett med partikulariteter (geome-
metriska element) behéftadt integralbegrepp; men motsatsen mellan
analytisk bild och analytiskt-geometrisk kan icke vara radikal;
den analytiskt-geometriska bilden kan vara ett utvecklingsbegrepp
(S. Lies och Pliichers konstruktioner std i det forhallandet till
hvarandra) och s& langt utvecklingen ricker ir partikulariteten
borta. Det maste alltsd finnas sammanhang 1 motsatsen mellan
analytisk och analytiskt-geometrisk bild. Jag har framlagt sam-
manhanget 1 kategorien involution. (§ 3 mom. 2), Fran involu-
tionskategorien 7, =0, T, = 0 finnes anslutning — mer eller
mindre omedelbart (jmfr exemplen 8:a och 8:b) — till de speci-
fika bithorande begreppen (Pliickers och Lies); men rent omedel-
bart befintligt, inlagdt i konstruktionerna Ty OCh 7, sjéltva, ar
detta specifika, som hor till, dcke: konstruktionerna Tuwe OCh 7
aro symmetriska sasom konstruktionen non-j,

Da sammanhanget mellan det gifna icke-determinerade systemet
och det determinerade system, som hor till det nodvindigt, fullfoljes
konsequent, mdste sammanhanget mynna wt i en motsats si skarp
som motsatsen mellan determinationens art i systemen. Determina.
tionens art dr i det determinerade system snfegration. Om det-
omedelbart gifna systemet, Monges system, benimnes indetermi-

o




44

neradt eller obestimdt, si ligger i benfimningen den meningen,

att systemet &r icke-integrabelt, obestdmbart just frdn integrations-

synpunkten, omojligt just @ den artbestimdheten. 1 bendmningen
kan icke ligga den meningen, att systemet dr obestdmdt ofver
hufvud, omojligt att bestimma med ndgon artbestimdhet; lage
denna mening i bend#mningen, sa vore systemet icke ett problem
for ren matematik. I § 4 mom. 1—2 har jag framlagt artbe-
stimdheten i det indeterminerade systemet; jag har benidmt den
kategorien reaktion. Om reagenstypen har jag visat att den
géller sasom losning framom integraltypen; jag har anvindt den
p& variationskalkylens uppgifter, s& ménga de ing& i Monges
system (§ 4 mom. 3).

Det ar utan tvifvel af noden att den forberedande bevis-
ningen, den icke-matematiska induktionen (se ofvan!) ersittes
genom matematisk bevisning. Sidan bevisning har jag sokt fa
till stdnd i mitt arbete. Det Mongeska systemet i ett determi-
neradt moment: Det determinerade moment som omtalas i det
arbetet dr icke identifieradt med nagon af de hdr omtalade deter-
minationerna, kategorierna integration, involution, reaktion; det
determinerade momentet &r forestdlldt sdsom en annan kategori,
kategorien Jontakt.  Min mening vid detta forfaringssitt kan
uttryckas sé:

Att bevisa &r att framligga flere moment 4 ordming ; kate-
gorierna integration, involution, reaktion, #ro frdn bevisningens
synpunkt moment ¢ ordming, men bevisningen blir klarare, formen,
ordningen blir stringare, det hela blir mer fullstandigt genom-
tinkt, ju fiérre de moment dro som skola bringas i ordning.
Kategorien kontakt ar ett moment som kan lata inordna sig fire
kategorierna integration, involution, reaktion. Jag har stannat
vid kategorien kontakt, paverkad af dessa littinsedda praktiska:
hinsyn. Jag har asyftat det snabba utformandet af Monges system.
Bevisningens karaktéir &r hirmed angifven.

Det ifragavarande arbetet ar mahinda okindt; det har
refuserats (visserligen utan motivering) af vederbsrande i Sverige,
1 Februari 1906 af K. Vetenskapsakademien i Stockholm.

Man plégar siga att vetenskapen befordras mer positivt ge-
nom nya problems stillande 4n genom gamlas losande. Reagens-
typen torde vara négonting nytt i matematiken. Betydelselds,
ny i den meningen, kan typen icke vara; jag har uppvisat (eller
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atminstone antydt) teagensernas — funktionernas u, och w, (§
gaimomiil) o samhorighet med allg enhetsoperationer eller lis.
nmingar af ldgre art (af integraltyp) som hira til uppgiften, bade
med dem jag sjalf anviandt och med dem’ jag har mig bekant
att andra anvandt. Att predikamentet reaktion #r ett abstrakt
(»filosofiskt») ldage, en forklaring som tar tankeverksamheten i
ansprék, torde icke vara en objektiv svarighet, icke en forkla-
ringens egen. Ty far man antaga det shsom igenkiinningstecknet
pd en adeqvat forklaring, att den passar 1 stycke med declarandum,
sa kan kategorien reaktion icke begripas vara annat an ett ab-
stractum; jamuvil det mer bestéimda declarandum, variationskalky-
lens problemlige, ar et skiligen abstrakt begrepp (»idée tres-ab-
straite>, kanhénda: »insaisissables — Lindelof).  Declarandum
¢ allmdnhet, det som kan tankas komma till forklaring i nagon
méin genom reaktionskategorien, 4r de obestimda dfferentialsystemen
(de Pfaffska systemen) ¢ allmdnhet. Vill man afvisa min for-
klaring pa grund af dess abstrakthet, s& krifves sisom det minsta,
att man ldgger fram ett problemlige som #r allmdnmare, sn det
Pfaffska problemliget och som hér inom matematiken bestimdt.
Ett sadant kinner jag icke for min del.
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