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Nagra analytisk-geometriska
uppgifter.

Allménna géangen vid l6sningen af ett
»lokusproblemy».

Lt geometriskt lokus eller en geometrisk ort dr full-
stiandiga sambingen af alla de punlkter, som ega en viss
egenskap.

I ett plan innehélles en sidan samling vanligen i en
eller flera sammanhingande linier, hvilkas alla punkter
ega denna egenskap, och utom hvilka en punkt med samma
cgenskaper icke kan ligga.

Ett lokusproblem dr uppgiften att ddagaligga formen
och liget af den eller de linier, som utgora sammanfatt-
ningen af alla punkter med viss gemensam egenskap. 1
den syntetiska gedmetrien loses ett lokusproblem genom
att uppvisa, att de ifragavarande punkterna utom den
angifna egenskapen gemensamt ega en annan, som an-
vindts sasom definition for viss linie. Sa t. ex. visar man,
att spetsarna i ritvinkliga trianglar, som uppritas med
en gifven linie sisom hypotenusa, alla ligga pa lika afstand
frin hypotenusans midtpunkt, d. v. s. pa en cirkelperiferi.

I den plana analytiska geometrien léses ett lokus-
problem genom att soka en ekvation mellan kordinaterna
for en punkt hvilken som helst, tillhérande ifragavarande
lokus, och genom att uppvisa, att denna ekvation tillhor
nigon form, hvars geometriska motsvarighet dr kind,
Den undersokningsmetod man i allminhet har att an-
vinda skulle kunna sammanfattas pa foljande satt:



1°. Val af origo och koordinatsystem.

Aro icke origo och koordinatsystem bestimda i pro-
blemet, har man att triiffa ett passande val af dessa grund-
clement, dels for att sd mycket som mojligt forenkla den
foljande deduktionen, dels for att den slutliga ekvationen
ma fi en enkel och litt igenkinlig form. For detta in-
damal undersdker man, om' vissa gifna punkter eller li-
nier hafva siiregna egenskaper (t. ex. dro midt- eller skir-
ningspunkter, symmetriaxlar o. d.) eller om punkter eller
linier med siddana egenskaper kunna framkonstrueras ur
det gifna. En midtpunkt eller skiarningspunkt viljer man
ofta med fordel till origo, en symmetriaxel eller ett par
skirande linier till koordinataxlar.

Denna regel dr — om ocksa i manga fall anvind-
bar — dock langt ifrdn tillricklig. Valet af koordinat-

system kan ofta nog icke med fordel triffas utan storre
analytisk erfarenhet. Till ledning kan dock i dylika fall
den omstiindigheten tjena, att om valet af origo och koor-
dinatsystem under den foljande rikningens gang visar sig
mindre limpligt,” man ofta nog just i de uppstindna
oliigenheterna kan finna en anvisning till lampligare val
af grundelement.

9°.  Problemets reduktion till ekvations-

form.
" Ett geometriskt lokus definieras oftast pa nagot af
foljande tre sitt, hvilka dock ej fullt utesluta hvarandra:

) genom angifvandet af en for alla dess punkter ge-
mensam egenskap.

) genom en punkts rorelse, bestimd pa det siitt, att
hvarje punktens lige fixeras genom konstrulstion af
en viss figur, hvars forinderliga delar bestimmas
genom en godtycklig storhet, hvaraf de bero (en
variabel hjelplvantitet.”)

# Till undvikande af forvexling anviindes icke hir

det gingse uttrycket »variabel parameter.
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7) sisom en samling punkter, af hvilka hvar siirskild
Ar bestamd pa visst sitt i forhallande till en viss
linie, tillhérande en familj, definierad genom en
angifven ckvation, hvari utom de l6pande koordi-
naterna en variabel kvantitet ingir.

Nedan exemplifieras hvart och ett af dessa tre sitt:

@) Sedan man valt en punkt, som kan antagas till-
hora ifrdgavarande lokus, utmirkt dess koordinater i
figuren och betecknat dem med & och y (eller i polarkoor-
dinater 7 och v), har man blott att, sedan nédvindiga hjelp-
konstruktioner utforts, till ekvationsform dfversitta den
geomelriska egenskapen, da ekvationen for ifrdgavarande
lokus omedelbart erhalles. Denna ekvation séker man
sedan genom »>hyfsning> (bortskaffande af rotmirken o.
d.) reducera till nigon af de former, hvilkas geometriska
betydelse man kinner. )

Exempel: Sok lokus for alla punkter, som dro s
beligna, att medelproportionalen mellan deras afstand till
tod gifna fasta punkter dr deras afstind till de gifna
punlternas midtpunki.

Till origo viljes midtpunkten O mellan de gifna fasta
punkterna I’ och F, till positiv X-axel rigtningen OF och
till Y-axel en genom O mot OI vinkelrit linie. Beteck-
nas afstandet F'I', med 2a och koordinaterna for en god-
tycklig punkt M, tillhorande forevarande lokus, med x

och y, har man afstindet DI, =\(z + @)* + y*, M’
= \V@—a) +y* och MO = y{x* + y®. Punktens karak-
teristiska egenskap dr MI". MF, = MO® eller i analy-
tisk form

\(m+a)z+yz.\'(x_a)z+y2:xe+ 2’
Y,

som alltsa ir liniens ekvation. Efter hyfsning erhdlles

2

‘3_2=_
x—y g

Linien #ar alltsi en liksidig hyperbel med de gifna
fasta punkterna till brinnpunkter.



£ Ar lokus definieradt pa siitt i 5) nidmnes, har man
forst att undersoka, huruvida den gifna konstruktionen
kan i nagon man forenklas. Efter val af ett godtyckligt
viirde for den vartabla hjelpkvantiten framkonstruerar man
pa det uppgifna eller forenklade sittet en punkt. Denna
punkt, som ir en punkl hvilken som helst pd ifrdgava-
rande lokus, bestimmes sasom afskéirningspunkten mellan
tvenne linier, rita eller krokiga; med tillhjelp af hjelp-
kvantiteten bestimmas ekvationerna for dessa linier.
Dessa ekvationer kunna framstillas under den allménna
formen:
ekvationen for ena linien F'(xz,y,p) = 0 (lis: en funk-
tion af ,y och p = 0)
ckvationen for den andra linien f(x,y;p) = 0 (lis: en
annan funktion af z,y ochp = 0), der p ar den vari-
abla hjelpkvantiteten.

Betecknas nu koordinaterna for lokuspunkten med
& och 7, si fis, emedan punkten ligger pa begge linierna,
ckvationssystemet

F(,7,p=0)
fGn,0 =0]

Elimineras hjelpkvantiteten p ur detta ekvations-
system, erhilles en slutekvation mellan &,y och i pro-
blemet ingaende konstanter

7,y =0
(las: en funktion af £ochy = 0).

Denna ekvation ir da ekvationen for angifna lolkus.

Eliminationen.

Nyssnidmnda ekvationer I'(%, %,p)=0 och f(£,7,p)=0
medgifva naturligtvis icke i allminhet elimination af p.
Ofta ar det omgjligt verkstilla eliminationen eller ock
erhalles, om den verkstilles, ett sa kompliceradt resultat,
att det ar Dbittre liata linien representeras af de begge

e e -
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ckvationerna tillsammans. Ar t. ex. det erhallna ekva-
tionssystemet
&= a(p— sinp) |
y = a(l — cosp)f’
kan man visserligen eliminera p,da slutekvationen
L]
a

& = a arccos — \/2a77_ —7°

crhalles, men sisom synes ir denna ekvation temligen
komplicerad och lampar sig mindre vil én ekvationssy-
stemet att representera motsvarande linie. Ur ekvations-
systemet :
E=a(p— sinp)l

7= a(p*—cosp) |’

kan man icke eliminera p, hvadan man ir nodsakad lita
linien representeras af ekvationssystemet.

Exempel pd elimination.
1°.  Ekvationerna dro af forsta graden med afseende
pa hjelpkvantiteten. 1 detta fall antaga ekvationerna formen
Ap + B = 0]
L Ap + B =0]’
der 4, B, 4, och B, iro funktioner af £ och 7. Elimineras

nu p medelst »additions- och subtraktionsmetoden», er-
halles slutekvationen

AB,—A,B=0

sasom ekvation for forevarande lokus.

Exempel. En ritvinklig /\ OAB dr gifven; pd ka-
teterna OA och OB wuppritas kvadraterna OACD och
OBGF'. CB och AG skira harandra © M. Sok lokus for
punkten M, did den rita vinkeln dr fix, men hypotenusan
flyttas parallelt med sig sjelf. : >

Till origo viljes den rita vinkelns spets O, till X-
axel rigtningen OA till Y-axel rigtningen OB. Ar vidare
04 =a och OB =0, si fir, om A'B’ ir ett nytt lige
hvilket som helst for hypotenusan, 04’ = pa, OB’ = pb,
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der p ir en variabel hjelpkvantitet. Ekvationen for demn
linie, som motsvarar AG, blir da

b b

= © — pa) eller y = —————— (£ — pa).

Jeerent 2 e

Ekvationen for den linie, som motsvarar BC, blir pa
a +

samma sitt y —pb = __&_x.

Lokuspunkten ligger pi dessa begge linier. Beteck-
nas dess koordinater med & och 7, fir ekvationssystemet

Dl =
Ty (& —pa)

|3

NS Dbi— 3

och genom elimination af p slutekvationen
bp—aé=0.

Lokus #r silunda en rit linie genom O, vinkelrdt
mot AB.

2°). Elimination af wd variabla hjelpkvantiteter mel-
lan tre ekvationer, af hvilka tvé dro af forsta graden med
med afseende pd hjelpkvantiteterna.

Ofta #dr det lampligt i st. for en hjelpkvantitet in-
féra tva, forbundna med hvarandra genom en vilkors-
ekvation, t. ex. koordinaterna for en punkt hvilken som
helst pa en kind linie. Erhaller man di ett ekvations-
system

Ap + Bg + C =0
Ap+ Bqg+ =0,

¢e@,9 =0
(p och ¢ variabla hjelpkvantiteter underkastade vilkoret
¢(p,q) =0), der 4, B, C, 4,, B,, 0, iro funktioner af
£ och 7, utféres eliminationen limpligast genom att p och
q medelst forsta-grads-ekvationerna uttryckas i 4, B, C
A,, B,, C, did man erhiller
_ B¢, —B,C 40— A0
D AR ARy o diy ABT=NRY



ki

hvilka virden pa p och ¢ sedan insittas i ekvationen
o(p,q) =0, di en ekvation mellan &, 7 och ingdende
konstanter erhallas.

Exempel. Sok lokus [or skarningspunkten mellan
2 2
en tangent till ellipsen % + Z{—z = 1 och perpendikeln fran
focus mot samma tangent!

Till variabla hjelpkvantiteter viljas hir med fordel
koordinaterna z,y, for en godtycklig punkt pa ellipsen.
Ekvationen for tangenten till ellipsen i samma punkt ar

x| Y

=l o

o® & v?
och ekvationen fér den mot samma tangent vinkelrita
linie, som gir genom positiva fokus,

Y,
T (x—c).

y::

Lokuspunkten & ligger pd dessa begge linier och der-
igenom fas, om det vilkor, som binder ¥, med hvarandra,
medtages, ekvationssystemet !

By

a’ s bz 5

_a-_:yl AR 2R 2 )
q—b—,_,xl(, c) [a b cal:
T yE

@’ l—)T‘_l

Medelst de begge forsta ekvationerna uttryckas &, och ¥,
i £&,7,a,b,c, och insittas de silunda erhdllna virdena
pd x, och gy, i den sista ekvationen fis efter reduktion
slutresultatet

Ez +77".’ — aZ’ ‘
ekvationen for en cirkel med origo till medelpunkt och
« till radie. :

3o, Elimination af funktioner af variabla hjelpkvan-
titeter.




Niagon ging inga i det ekvationssystem, ur hvilket
climination skall ske, funktioner af variabla hjelpkvanti-
teter, och det kan d& vara limpligt eliminera funktionerna.
Ar exempelvis ekvationssystemet

#p'+ d—yp—D+a=0
x(p—1) +y(P*+qg +b=0
ax + by + c(p* + ) =0

ir det bist ur de begge forsta ekvationerna soka virdet
af p* + ¢ och sedan insitta detta i den tredje ekvationen,
di en ekvation erhalles, som saknar p och ¢.

4°.  Elimination af en vinkel.

Om man sisom variabel hjelpkvantitet anvinder en
vinkel, hiander det ofta, att ekvationssystemet antager
formen

@ cosp +bsinp+c =0
a,cosp + b, sinp +¢ =0
der a,b,c,a,,b,, ¢ dro funktioner af & och 7.

Man fullstiindigar da ekvationssystemet med en tredje

ckvation

cos’p + sin®p =1,
soker medelst »additions- och subtraktionsmetoden» ur
de forsta ekvationerna cosp och sinp uttryckta i a,b,c,
a,,b,, ¢, och insitter de erhdllna virdena i den tredje
ekvationen, da sasom latt visas, slutekvationen

(bey — byef* + (ac — acy)’ = (ab, — a,b)
erhéilles, d. v. s. en relation mellan & och 7 samt i pro-
blemet ingiende konstanta kvantiteter.

Exempel. Sok lokus for skdrningspunkten mellan
normaler, som dragas till en ellips i dndpunkterna af tva
konjugatdiametrar.

; : S e : ;
Ar ellipsens ekvation P i e 1, ligger tydligen
= @ cos ¢
=bsing
lipsen. Kallas denna punkt A, origo O och ena iind-

@
punkten ; (¢ en variabel hjelpkvantitet) pa el-
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punkten af den konjugatdiameter, som svarar mot A0 for
€ =—asing

beoso’
ty 1°) de satisfiera ellipsens ekvation och 2°) dd AO:s

B, aro koordinaterna for punkten B tydligen

b
vinkelkoefficient ér ‘—Ltg @ och BO:s — % cot ¢, édr deras

3 b2

produkt = — — d. v. s. A0 och BO konjugatdiametrar.
a 3

Ekvationen for normalen i A kan siittas under formen

e

- —c* =0
cos¢  sing

ekvationen for normalen i B under formen

ax by

= ca= 0000t — af — b7
sing  cos ¢
Lokuspunktens koordinater & och 7 skola satisfiera dessa
Dbegge ekvationer, alltsid erhilles ekvationssystemet

5 b :
Ay Al ey
cos o sing

Sii b 5
s W)

sing  cos g

cos® ¢ + sin* o = 1.
Genom »additions- och subtraktionsmetoden» erhilles ur
de begge forsta ekvationerna
1 caE—Dby) Hio c*(a& + by)
cosg  afEt b2772’ sin ¢ o a*z? + by
d. v. s.

@'t + 1 _ae vy
cHas—by)’ c(a& + by)
Insittes dessa virden i ckvationen cos®¢ + sin®¢ =1,
erhalles efter reduktion
2(@252 + b'.‘7/.7)3 oy CI(aZé‘:L’ kg b27?2)'2 = 0.
5°.  Elimination af en parameter mellan tvd andra
grads ekvationer.

cos ¢ = sin ¢ =
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Ar det resulterande ckvationssystemet af formen
Ap* + Bp + C =0,
Ap*+ Bp+ C =0,
der A,B,C,A4,,B,,C iro funktioner af & och 7, kan
slutekvationen (»eliminanten») bildas ur ekvationerna pa
tva sitt:

@) Betraktande p® och p sisom tvenne obekanta kan
man medelst »additions- och subtraktionsmetoden» finna
deras viirden

., BC, —B/C AC, — 4,C
Disoaprnpy R g
hvaraf naturligtvis foljer
BC,—B,C _ [40, = A,C’]“
AB,—A,B |L4,B— 4B 1’

eller reduceradt

(40— 4 @) (4B A BYBC B 0)—0. (1)

/) Man kan ocksa upplosa de begge ekvationerna med
afseende pa p och likstilla resultaten. DA erhdlles

— B+ VB*—44C — B, + VBi —44,C,
2.4 3 24,
[dubbeltecknen oberoende af hvarandral. Befrias denna

elkvation fran rotmirken, erhilles sisom resultat elimi-
nanten

(BBl S 2A01 T 2"‘110)2 TR
I (B2 — 4:A0)(Bf — 4:A101) —(M (2)

Vid problem af detta slag bor man alltid forséka begge
hiar angifna metoder att eliminera. De olika formerna
for kurvans ekvation i (1) och (2) dro nemligen geome-
triskt tolkade uttryck for olika egenskaper hos henne. D4
den ena vigen leder till ett kompliceradt resultat, lemnar
i allminhet den andra ett desto enklare.

Exempel. I ena dndpunkten af en diameter 1l en



1L

Gemdoyy ;
ellips — + ‘I% = 1 drages en tangent, © den andra en 107-
0 2

mal till ellipsen. S0k lokus for deras skérningspunlt ?
Om ,,, ir en godtycklig punkt pa ellipsen, ar — &,
— 4, den diametralt motsatta. Ekvationen for tangenten

G
i den forra punkten ir ——+ ‘/bjgl = 1, ckvationen fér nor-
malen i den sednare ¥ + ¥, = ‘/1 \r + x,). Lokuspunk-

tens koordinater &, 7 skola satxsﬁem dessa begge ekva-
tioner, och ligges hirtill vilkorsekvationen for x, och ¥,
fas el\vqtmns%) stemet

&y, Wy

G b*
(T
’V‘i’yn:j}?yl(f'fwl)
1
x] }/_1 o
e + e ity

De variabla hjelpkvantiteterna x, och ¥, climineras ge-
nom substitution i de begge sista elkvationerna af det ur
forsta ekvationen hirledda virdet & ,. Eliminanten till
de begge erhallna ckvationerna bildas sedan enl. ofvan-
staende regler och ir ekvationen for ifrigavarande lokus.

Anmiirkning. Om bland de ekvationer, som inne-
hallas i ekvationssystemet eller under deduktionen er-
hillas, finnes en som innehaller & och 7 utan att sam-
tidigt innehalla nagon af de variabla hjelpkvantiteterna,
sa &r denna ekvation just ekvationen for ifragavarande lokus.

Exempel. Anmdrkta [all intrdffar exempelvis, om
man vill sika lokus for midtpunkterna af parallela kordor
i en parabel y* = 2px.

7) Ar lokus bestimdt pa sitt ofvan under y) nimnes,
har man att uttrycka den karakteristiska punktens koor-
dinater & och 7 sisom funktioner af den vari iabla lkvan-
titeten och mellan de salunda erhdllna ekvationerna eli-
minera den sistnamnde.
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Exempel 1. Sok lokus for vertex till de parabler,
som sammanfattas under den allminna ckvationsformen
x® + px = ay, der p dr en variabel kvantitet.

Ekvationen kan skrifvas under formen

B ey Z

(oc—rz) —ay+4a)

Betecknas koordinaterna for vertex med & och 5, har mam
alltsa

2

ek i
2 4a
Elimineras p mellan dessa ekvationer, erhilles & = — ay..

Det sokta lokus dr alltsa en parabel.
Exempel 2. Tl ellipser, representerade genom ekva-
: a2 y? 5 :

o ; it Sl e p riabel
tioner af formen = +172 et , der p dr en variabe
Lvantitet, (»konfokala ellipser») dragas tangenter, parallela
med en gifeen rigtning. Sok lokus for tangeringspunkterna !

Aro tangeringspunktens koordinater & och 7, blir
ekvationen for en dylik tangent
Y7

x& e
e

d. v. s. vinkelkoefficienten, som skulle vara lika med em
(2 + %

i
punkten &, skulle ligga pa den motsvarande ellipsen, er—
hélles ekvationssystemet :

2 2\ £
_<P_+_C_>:_m|

uppgifven konstant m, ir — Da dessutomr

P

(S

£ :

By AT 2 1

I S

hvarur p bortelimineras, da ekvationen for det sokta lokus
erhalles.

Stockholm, Central-Tryckeriet, 1899.



Privatundervisning i matematik, fysik

och mekanik. :
D EUNDGREN,

Mabmskilnadsgatan 3 A, 3 tr.

Triffas 4—5 e. m.

Lektioner i matematik och matematisk
fysik gifvas @fven under instundande som-
mar, och mottagas anmilningar om elever muntligen
eller i bref till min nedanstiende adress.

Stockholm den 10 April 1899.

D. . LUNDGREN,

Filosofie kandidat.
Malmskilnadsgatan 3 A, 3 tr.

Detta hiafte siandes pd begiran portofritt.

MATEMATIK, FYSIK, MEK,ANIK‘.




datematik
Fysik
aeRanik

TLoRusproblem

D & $undaren,

Malmstilnadsgatan 3 2A.




books2ebooks.eu

eod

www.books2ebooks.eu

e-backer fran ditt bibliotek av digitaliserad av ONe

eod

°, &
o &
eBooks on Demand Kungliga Biblioteket ‘ot




